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摘  要 

理解连续介质的损伤断裂和动力学不稳定是力学和物理领域一个长期的挑

战。随着计算机技术的飞速发展，数值模拟在当今的科学研究中起着至关重要的

作用。近年来，一种叫做相场 (phase field method, PFM)的方法在处理复杂断裂

方面显示出了非凡的能力。然而，该方法所需的高时空分辨率使得其数值计算相

当苛刻。而且，以往的研究工作主要集中于脆性断裂方面。最近几年，关于大变

形下断裂相场模拟的报道逐渐增加，但是也基本仅限于准静态断裂。据我们所知，

至少在力学领域，有关相场建模与非线性弹性动力学耦合的研究屈指可数。在此

背景下，我的博士工作首先是提出一系列原创的算法和模型以弥补现有算法和理

论的不足。在奠定了方法学的基础之后，进一步的研究致力于揭示脆性/软材料

中的高速断裂不稳定和极限裂纹速度的起源。在连续介质理论框架下，除了固体

断裂之外，该论文的研究也扩展至非牛顿（粘弹性）流体的流体动力学不稳定。 

该博士论文的主要工作包括以下五个方面： 

（1）为了降低断裂相场建模昂贵的计算开销，一种新型的混合自适应有限元

相场法（ha-PFM）被提出。基于一个新颖的裂纹尖端识别策略，ha-PFM 可以动

态地跟踪裂纹的传播并对网格进行自适应的细化与粗化。该方案显著降低了计算

成本，例如 CPU 时间和内存占用等。与以往的自适应相场方法（APFM）相比，

计算域的离散采用了一种新的多级混合三角形和四边形单元策略，从而消除了悬

挂节点并确保了裂纹尖端附近的网格是高度各向同性的。利用 ha-PFM 对几种包

含准静态和动态断裂的基准算例进行了重新研究并且与采用均匀网格离散的相

场模拟进行比较后，我们发现，ha-PFM 可以提速约 15~30 倍。 

（2）基于已开发的 ha-PFM，我们通过计算机模拟研究了聚甲基丙烯酸甲酯

(PMMA) 的动态脆性断裂。在没有任何先验假设以及附加断裂准则的情况下，数

值模拟不仅成功地再现了实验中关键的裂纹特征，例如裂纹模式，速度演化以及

极限裂纹速度，而且还发现了实验研究中尚未报道的断裂速度过冲等一些新特征。

通过量化进入裂纹尖端的能量通量，我们提出了裂纹分叉遵循一个能量准则。基

于这一准则，连续介质理论成功地预测了实验中捕捉到的裂纹的极限传播速度，

揭示了裂纹分叉为裂纹传播速度设定了上限。结合裂纹分岔准则和连续介质理论，

该研究为裂纹的复杂路径选择提供了合理的解释。 

（3）在脆性断裂基础上，我们首次提出了自适应边缘基平滑有限元（ES-FEM）

框架下的大变形断裂的 Griffith 型相场格式。其中，ES-FEM 是 S-FEM 算法“家

族”的优秀成员，其引入了无网格思想，相比 FEM，ES-FEM 具有较高的准确性，

“较软的”刚度，并且对网格变形不敏感。鉴于此，该研究工作的亮点是将 PFM 和

ES-FEM 相结合，从而最大程度的释放两种方法的优势。考虑到 PFM 和 ES-FEM
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的昂贵的计算开销，我们开发了一种设计良好的多级自适应网格策略，从而大大

提高了计算效率（约 20 倍）。此外，我们详细阐述了 PFM 和 ES-FEM 耦合的数

值实施。在此基础上，该工作重新计算了几个有代表性的数值算例，并与实验和

文献结果进行了比较，验证了其有效性。需要特别指出的是，本研究首次再现了

在橡胶断裂实验中的弱界面导致裂纹偏转。 

（4）对预应变超弹性材料断裂的数值实验表明，力学基的经典动态相场模型

在非线性变形的框架内是不适用的。为了深入理解快速断裂的失稳，我们开发了

一种以波速不变为特征的新型动态相场模型，从而使裂纹能够以接近渐近极限的

速度传播。鉴于高速断裂的数值处理涉及极高的时空分辨率，因此，本研究采用

稳健的显式动力学方法和高效的 ha-PFM，并提出了一种新颖的自适应畸变网格

去除方案（ADMR），以解决大变形断裂中难以处理的有限元网格畸变问题。本

研究给出了整个求解流程的详细数值实施，并通过两个准静态断裂基准验证了程

序与算法的可靠性。利用所提出的新颖的模型和算法，成功地再现了超弹性凝胶

断裂实验中捕获的超高速裂纹振荡和尖端劈裂失稳。 

（5）该工作采用著名的 Phan-Thien-Tanner (PTT) 微分粘弹性本构模型分析

非等温薄膜流延的非线性稳定性和动力学。为了进行瞬态薄膜流延的数值计算，

该工作首次在膜模型的控制方程中引入了粘弹性应力分裂（DEVSS）和

Streamline Upwind-Petrov Galerkin（SUPG）算法。从而，可以在更大的聚合物熔

体的加工和流变参数空间进行薄膜流延的稳定性分析。与 upper convected 

Maxwell (UCM) 模型所预测的结果不同，我们发现在临界拉伸比 (Drc) 以上并

不存在稳定区域。而在纵横比不同的情况下，我们在模拟中观察到多个 Drc 峰

值，该峰主要受两种变形类型的影响：平面变形和过渡变形。我们的仿真结果表

明，拉伸流变行为对拉伸增稠和拉伸稀化流体的流动稳定性起着主导作用，而诸

如挤出速率和冷却等加工参数以及松弛时间等流变参数对 Drc 的影响都可以归

因于拉伸粘度。 

 

关键词： 连续介质力学，相场模型，急速断裂，动力学失稳，大变形，粘弹性 
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ABSTRACT 

Understanding the dynamic fracture and instability of continuous medium is an 

ongoing challenge in physics and materials science. With the rapid development of 

computer technology, numerical simulation plays a crucial role in current scientific 

research. In recent years, a method termed phase field method (PFM) has demonstrated 

extraordinary capabilities in dealing with complex fractures. However, the phase field 

modeling of fracture is computationally demanding, due to the high temporal-spatial 

resolution required for crack tracking. Besides, the vast majority of the previous reports 

concentrated on brittle fracture. The few reports on the phase field modeling of fractures 

at large deformations are also limited to quasi-static. To our knowledge, at least in the 

mechanics community, research related to the coupling of phase field modeling and 

nonlinear elastic dynamics is scarce. In this context, My PhD work exactly started by 

proposing some novel models and algorithms. After laying the foundations of the 

methodology, further research is committed to uncovering the physical origins of rapid 

fracture instability and limit crack velocity. In addition to solid fractures, the research 

in this thesis also involves the hydrodynamic instability of non-Newtonian fluids.  

The research of this thesis is summarized in the following aspects: 

(1) To cope with the expensive computational cost of phase field modeling of 

fracture, a novel hybrid adaptive finite element phase-field method (ha-PFM) is 

developed. ha-PFM can dynamically track the propagation of the cracks and adaptively 

refine (coarsen) the meshes based on a novel crack tip identification strategy. This 

scheme prominently reduces the computational cost, e.g. CPU time and memory usage. 

Unlike the previous adaptive phase field method (APFM), multi-level hybrid triangular 

and quadrilateral elements were developed to discretize the computational domain, 

which eliminates hanging nodes and ensures that the meshes in the vicinity of the crack 

tip are highly isotropic. Several representative benchmarks containing quasi-static and 

dynamic fracture were re-investigated with ha-PFM. Compared with the standard phase 

field method, it was found that ha-PFM can increase the speed by 15 to 30 times. 

(2) Based on the proposed ha-PFM, we investigated the dynamic brittle fracture 

of poly (methyl methacrylate) (PMMA) through computer simulation. Without the 

explicit fracture criterion, current simulations not only successfully reproduced the 

crucial experimental observations on crack propagation, such as crack patterns, velocity 

evolutions and limit crack velocity but also discovered some new features not reported 

in the experimental study yet. Through quantifying the energy flux into the crack tip 
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and fracture energy, the long-standing challenge of limit crack velocity in experiments 

is successfully predicted by continuum theory, which unveils that crack bifurcation sets 

the upper limit for crack velocity. Combining the crack bifurcation criterion and 

continuum theory provides a rational explanation for complex path selection of cracks. 

(3) With the groundwork of brittle fracture, this work presents the Griffith-type 

phase-field formation at large deformation in the framework of adaptive edge-based 

smoothed finite element method (ES-FEM) for the first time. The ES-FEM is an 

excellent member of the S-FEM family developed in combination with meshless ideas 

and finite element method (FEM), which is characterized by higher accuracy, ‘softer’ 

stiffness, and insensitive to mesh distortion. Given that, the advantages of the phase-

field method (PFM) and ES-FEM are fully combined by the approach proposed in this 

paper. With the costly computational overhead of PFM and ES-FEM in mind, a well-

designed multi-level adaptive mesh strategy was developed, which considerably 

improved the computational efficiency (about 20 times faster). Furthermore, the 

detailed numerical implementation for the coupling of PFM and ES-FEM is outlined. 

Several representative numerical examples were recalculated based on the proposed 

method, and its effectiveness is verified by comparison with the results in experiments 

and literature. In particular, an experiment in which cracks deflected in rubber due to 

impinging on a weak interface was firstly reproduced. 

(4) Numerical experiments on phase field modeling of the fracture in hyperelastic 

materials reveal that the classical mechanical-based dynamic phase field model is 

ineffective in the framework of non-linear deformation. The aspiration to gain insight 

into rapid fracture instability motivated us to develop a novel dynamic phase field 

model characterized by wave velocity invariance, enabling crack propagation at a 

velocity approach to the asymptotic limit. Given that the numerical treatment of rapid 

fractures involves extremely high spatiotemporal resolution, robust explicit dynamics 

and a tried-and-tested ha-PFM are invoked. More crucially, an original adaptive 

distorted mesh removal scheme (ADMR) was developed to cope with the intractable 

finite element mesh distortion problem in large deformation fractures. The detailed 

numerical implementation for entire procedures is outlined, and its reliability is verified 

by two quasi-static fracture benchmarks. Utilizing the proposed model and innovative 

algorithms, the arresting ultrahigh-speed crack oscillation and tip-splitting instabilities 

captured in the fracture experiments of brittle gels were successfully reproduced.  

(5) In this research, a well-known Phan-Thien and Tanner (PTT) differential 
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viscoelastic constitutive equation has been employed to analyze the nonlinear stability 

and dynamics of non-isothermal film casting. Finite element method (FEM) combined 

with stabilization techniques including discrete elastic viscous stress splitting (DEVSS) 

and streamline upwind Petrov-Galerkin (SUPG) were first performed for numerical 

calculation of transient film casting. Therefore, the stability analysis of film casting was 

carried out based on a wider parameter space of processing and rheological properties 

of the polymer melt. Unlike the results predicted by Upper-Convected Maxwell (UCM) 

model, the stabilizing region upon an upper critical draw ratio is nonexistent, while 

more than one peak of Drc was observed with varying aspect ratio, which was 

dominated by two deformation types named planar and transitional deformations, 

respectively. Our simulation results show that elongational rheological behavior plays 

a dominant role on the stability of flow for both extensional-thickening and extensional-

thinning fluids, while the effects of processing parameters like extrusion rate and 

cooling, and rheological parameters like relaxation time on Drc all can be attributed to 

elongational viscosity.  

 

Key words: continuum mechanics, phase field model, rapid fracture, dynamic 

instability, large deformation, viscoelasticity 
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第 1 章 绪 论 

1.1 引言 

经历了近 200 年的发展，连续介质力学已经被证实是研究宏观固体和流体各

种物理现象的一个极其强大的工具。基于连续介质理论发展起来的固体力学和流

体力学都已经成为现代社会重要的基础学科。特别是工业制造，航空航天，军事，

国防等关键领域，连续介质力学都发挥着举足轻重的作用。其中，一些比较极端

的问题，如连续体的损伤断裂以及动力学失稳，不仅激起广泛的研究兴趣而且也

是整个物理和力学学界长期存在的挑战。 

首先，以材料的断裂问题为例，众所周知，断裂现象非常普遍。小到每天头

发丝的断裂，大到飞机机翼的断裂，桥梁破坏，甚至地震等，这些都属于断裂力

学的研究范畴。需要注意的是，断裂所导致的问题有可能是轻微的，比如一个玻

璃杯的破碎，如图 1.1 (a) 所示。但是，也有可能会引发巨大的灾难，如图 1.1 (b) 

所示，1998 年德国一列列车因轮毂断裂发生的整车解体[1]。因此，深入地理解断

裂问题不仅具有基础研究的兴趣也有实际应用的需求。目前来说，我们对简单裂

纹的认识已经取得了相当大的进展。比如经典的线弹性断裂力学 (LEFM) [2]，其

对于简单的裂纹预测，建立断裂准则以及设计更加安全稳定的结构提供了重要的

指导。然而，对于更加复杂的断裂行为，特别是高速的动态断裂伴随裂纹的动力

学失稳，如裂纹分叉，微分叉以及裂纹振荡[3, 4]等，现有的经典理论框架不再有

效。事实上，迄今为此，我们对于动态断裂失稳的完整而全面的理解还远未建立。 

 

 

图 1.1 普遍的断裂现象；(a) 跌落而发生破碎的玻璃杯，(b) 由于轮毂断裂导致的列车解体

事故[1]。 

 

除了固体中涉及的断裂问题，流体动力学中有趣的流动不稳定现象是我们的

另一个关注点。不同于固体，流体的流动属性使得其动力学行为更加复杂。如图
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1.2 所示，我们展示了一些比较著名的流动不稳定现象，包括自然界中的波状云

即 Kelvin–Helmholtz 失稳[5] (图 1.2 (a))，下落的水滴分裂的 Plateau–Rayleigh 失

稳[6] (图 1.2 (b))，非牛顿流体流动的 Finger 失稳[7] (图 1.2 (c)) 以及吹膜加工中的

Helical 失稳[8] (图 1.2 (d))。当然，类似的流动不稳定现象还有很多，我们不可能

在此一一展示。本论文我们主要关注的是聚合物非牛顿 (粘弹性) 流体的流动不

稳定，如薄膜流延的拉伸共振失稳[9, 10]，以及基于连续介质理论的数值模拟。 

 

 

图 1.2 自然界以及工业加工中的各种流动不稳定现象。 

 

作为该论文的绪论章节，我们将首先展开研究工作的背景并介绍一些最新的

相关研究进展。本章第二部分（1.2 节）将首先介绍连续介质力学的研究对象和

理论基础。在此基础上，1.3 小节将回顾经典的线性弹性断裂力学 (LEFM) 的发

展。随后引出经典理论失效的动态断裂不稳定，并进一步总结相关的研究进展。

此外，我们也简要介绍了先进的断裂数值策略-相场模型的发展。在 1.4 节，我们

将介绍非牛顿流体的一些奇异流变行为，并总结了有关聚合物加工中粘弹性流体

流动不稳定的研究进展。 

1.2 连续介质力学的基本概念 

1.2.1 研究对象 

当在电子显微镜下观察，我们可以看到物质不连续的原子结构，而且粒子之

间存在间隙。考虑这种真实的物质离散结构的理论有分子理论和原子理论，它们
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都基于离散的粒子类方法。然而，对于宏观系统来说，这样的理论虽然真实，但

是往往并不可行。事实上，很多实际的物理现象无需考虑物质的微观结构比如固

体的宏观形变，流体的运动等等。在独立于原子和分子理论之外，有一套发展了

近 200 年的理论-连续介质理论，正是为了处理各种宏观问题而生。而连续介质

力学[11, 12]，正是基于连续介质假设，以张量分析为数学工具，其研究对象涉及固

体以及流体的各种力学行为。 

 图 1.3 展示了连续介质力学的主要研究体系，包括两个庞大的学科：固体力

学以及流体力学[13]。其中，固体力学的研究按照材料的力学响应又可以分为，弹

性（线弹性和非线性弹性）和塑性两大类。而对于流体力学，按照材料类型可以

分为：非牛顿流体以及牛顿流体两类[14]。而固体塑性和非牛顿流体又都属于流变

学范畴。我们本文的研究属于连续介质力学框架，将跨越固体-流体，具体将涉及

弹性体断裂以及非牛顿流体动力学失稳。然而，从连续介质角度来看，固体与流

体并没有本质上的区别。 

 

 

图 1.3 连续介质力学的研究体系。 

1.2.2 理论基础 

(1) 构型 

在连续介质力学中，我们考虑三维欧几里德空间中由一系列物质点 P 所构

成的连续体，称之为构型。如图 1.4 所示，在 0t = 时刻，未变形的连续体 0 ( )

被定义为初始（未变形）构型。而在 t t= 时刻，变形的连续体 ( )t 为当前（变

形）构型。 

(2) 运动学 

在分析固体的运动或变形，以及流体的流动时，需要给定描述框架。一般考

虑，对于固体，采用材料描述（即拉格朗日描述），而流体采用空间描述（欧拉

描述）[15]。在材料描述中，物体的运动可以通过一个映射函数表示（如图 1.4）： 

 ( )=x X  (1.1) 
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从而，位移矢量可以写为： 

 ( , ) ( , )t t= −u X x X X  (1.2) 

固体中一般用位移描述连续体的运动和形变，而在流体中，一般用速度场和加速

度场： 

 

2

2

( , ) ( , )
( , ) ,    ( , )

t t
t t

t t

  
= =

 

X X
v X a X  (1.3) 

 

 

图 1.4 连续体的运动与形变的示意图[15]。 

 

(3) 变形梯度 

为了建立初始构型和当前构型的联系，一个变形梯度定义为： 

 


= = 


x
F x

X
 (1.4) 

考虑式 1.2，式 1.4 可以改写为： 

 = = +X XF x I u  (1.5) 

注意，变形梯度是连续介质力学的一个基本的定义，其用数学术语来说是雅可比

矩阵： 

 

1 1

1 2

2 2

1 2

x x

X X

x x

X X

  
  
 =
  

   

F  (1.6) 

相应的雅可比行列式 ( , ) det( )J t =X F   建立了当前构型和初始构型的体积变化的

联系，即： 

 ( , )dv J t dV= X  (1.7) 
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(4) 应变与应力度量 

在连续介质力学体系下，一般考虑两种应变（应变速率）度量，即 Green 应

变 E，以及形变速率张量 D。其中，格林应变定义为： 

 2 2 2ds dS d d− =  X E X  (1.8) 

通过一系列推导可以得到[15]： 

 
1

( )
2

= −E C I  (1.9) 

其中， T= C F F 为右柯西-格林形变张量。以位移梯度的形式 E 可以表示为： 

 

( ) ( )( )1

2

1
 

2

T T

X X X X

ji k k
ij

j i i j

uu u u
E

X X X X

=  + +  

   
= + +      

E u u u u

 (1.10) 

在式 1.10 中忽略高阶项，就可以得到线弹性的柯西应变度量。 

不同于格林应变，形变率张量 D 是形变的率度量，其定义为： 

 
1

( )
2

T= +D L L  (1.11) 

其中 L = v 为速度的梯度。形变率张量在非牛顿流体计算中应用非常广泛，我们

在第六章会重点讨论。 

对于连续介质力学中的应力度量，一般考虑如下三种：柯西应力 σ，第二

Piola–Kirchhoff (PK2) 应力 S，以及名义应力 P。关于三种应力的定义可以参考

相关的连续介质力学书籍[16]，这里我们直接给出三种应力之间的相互转换关系： 

 1 T TJ − − −=   = S F σ F P F  (1.12) 

在数值计算中，为了方便起见，使用哪种应力度量将取决于采用的构型以及本构

方程的形式。但本质上，不同的应力度量都可以相互转换。 

(5) 材料时间导数以及 Reynolds 定理 

在欧拉描述下，速度一般表示为空间坐标的形式，相应地，材料时间导数可以通

过链式法则导出为： 

 
( ),D t

Dt t


= + 


v x v
v v  (1.13) 

而对于如下包含密度  和函数 f 乘积的积分的材料时间导数，我们又可以得到： 

 
D Df

fd d
Dt Dt

 
 

 =    (1.14) 

这被称之为 Reynolds 定理[15]，其在流体力学中常常被使用。 

(6) 守恒方程 

任意连续体包括固体和流体，均遵循三个基本守恒方程（质量，动量和能量）

[12, 15, 17]。正如前面指出的，对于固体和流体，我们通常采用不同的构型描述。在
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拉格朗日描述下，固体的守恒方程可以导出为： 

 0J =  (1.15) 

 0 0 = +u P b  (1.16) 

 int
0 0: 0

Dw
q s

Dt
 − + − =P F  (1.17) 

其中， intw 为单位质量的内能，q 是热流矢量，s 为单位质量的能量源。 

在欧拉描述下 (基于空间坐标)，流体的基本控制方程可以导出为： 

 0 +   =v  (1.18) 

 0 = +u σ b  (1.19) 

 int : 0
Dw

q s
Dt

 −  + − =σ v  (1.20) 

1.3 连续体断裂理论及其数值研究进展 

1.3.1 经典线弹性断裂力学 

(1) 临界能量释放率 

断裂力学最初的发展是在第一次世界大战期间。1920 年，英国工程师 Griffith 

[18]受 Inglis [19]对椭圆孔的线弹性解的启发，发表了一篇基于能量的裂纹分析文

章，这被普遍认为是断裂力学诞生的标志。从热力学的角度出发，Griffith 基于包

含裂纹的无限大平板的单轴拉伸场景导出了材料的临界应力[18]： 

 C
f

G E

a



=  (1.21) 

其中，E 为杨氏模量，a 为裂纹长度，而 GC 就是临界的能量释放率。该理论相当

简洁，但是在玻璃等脆性材料的断裂临界应力预测方面却表现十分优异。然而，

在韧性断裂中，该理论需要一些简单的修改，Irwin 等人[20]提出，对于韧性材料，

如金属等，临界能量释放率还需要考虑塑性能量耗散。 

(2) 应力强度因子 

应力强度因子是由被称为“断裂力学之父”的 Irwin 在 1957 年提出的[20]。应

力强度因子简写为 SIF，用变量 K 表示。SIF 是断裂力学中最基本且最有用的参

数之一。SIF 描述了裂纹尖端处的应力状态依赖于裂纹的扩展速率，可用于建立

断裂破坏准则。此外，SIF 与前面提及的临界能量释放率还存在如下关系： 

 C fK a =  (1.22) 

结合式 1.21 和 1.22 可以得到 

 

2

C
C

K
G

E
=  (1.23) 
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其中 CK 是临界应强度因子。注意式 1.23 可以推广到一般情况。但是，如果考虑

平面应力和平面应变情况，式 1.23 需要进行简单修正（平面应变： 2 '/G K E= ，

其中 
' 2/ (1 )E E = − ）。 

(3) 三种断裂模式 

一般情况下，对于物体的加载可以施加在任意方向上。一个容易想到的方法

是把力分成几个基本的分量。这一过程产生了如图 1.5 所示的三种加载模式，即 

Model I-张开加载，Model II-平面内剪切加载，Model III-平面外剪切加载（撕开

型）[2]。其中，Model I 由于其损害性最大，所以相关的研究也最为广泛。 

 

 

图 1.5 三种基本的加载模式。 

 

(4) 简单裂纹动力学 

第一个裂纹运动方程是由 Mott[21]通过量纲分析得到的。该方程预测，在无

限延伸的二维介质中，裂纹速度应不断加速，并最终达到有限的渐近极限速度。

裂纹的这种速度限制是由于能量输运的物理约束。裂纹尖端需要能量才能扩展。

如果这种能量必须由弹性波从介质中较远的部分传送到裂纹尖端，那么裂纹的速

度一定会受到这些波传播速度的限制[22, 23]。这种渐近极限可以通过增加驱动裂

纹的能量或将断裂能量降为零来实现。Stroh[24]注意到当 0→ 时，裂纹的传播

相当于沿自由表面移动的扰动，因此，他预测 I 型断裂裂纹的极限速度应是波沿

自由表面传播的最高速度，瑞利波速 RV  (注意：一些预应变状态下的剪切断裂

可能出现超音速裂纹，这不在我们的研究范围)。 

这一直观的想法被随后发展的动态断裂理论证实是正确的[22, 25, 26]，这一完

整的理论正是 LEFM。假设介质遵循线弹性，该理论预测了裂纹尖端奇异应力的

一般形式为： 

Mode I: 

Opening

Mode II: 

In-plane shear

Mode III: 

Out-of-plane shear



第 1 章 绪 论 

8 

 

 ( , )ij ij

K
f v

r
 =  (1.24) 

其中， ( , )ijf v  是一个通用函数，K 通过外载荷计算，其与能量释放率G 有

关，即： 

 
2 2(1 ) ( ) /G K A v E= −  (1.25) 

其中，E 为弹性模量，为泊松比， ( )A v 为瞬态裂纹速度的函数。利用能量

平衡即：G = ，就可以得到裂纹的运动方程。然而，这一能量平衡并不能预测

裂纹的路径。为此，一个名为局部对称原理的假设被提出[27, 28]。该假设指出，裂

纹在运动过程中将局部对准一个方向，从而抵消其尖端的任何剪切分量。对于缓

慢的准静态断裂，这一想法已经可以用于定量的描述裂纹运动。虽然这一假设也

常用于快速断裂，但是并没有相关的实验或理论基础。 

基于无限大平板上的半无限裂纹模型，Freund [22]进一步导出了如下简洁的

裂纹运动方程： 

 
2 2

1
(1 ) ( )

R

E
v V

K l

 
= − 

− 
 (1.26) 

这与在无限大板上进行量纲分析得到的裂纹运动方程是一致的。 

然而，基于 LEFM 导出的这个方程并不总是成立的，Sharon 以及 Fineberg

等人[3, 29, 30]的一些实验表明，只有在满足一些假设的条件下，LEFM 的结果才是

有效的。Bouchbinder 等人[31]对此进行了总结，这些假设如下： 

(1) 只考虑单裂纹状态。一旦出现更复杂的动态裂纹 (例如，裂纹分叉)，LEFM

就不能准确地预测它们的行为。事实上，目前还没有一个定理可以确定一

条断裂必须走哪条路。 

(2) LEFM 对远离裂纹尖端的地方有效。原则上，样品需要足够大。 

(3) 小尺度屈服。也就是说，所有的非线性形变/耗散只发生在裂纹尖端一个

可忽略的尺度内 (这一假设可能并不合理)。 

(4) 一个默认的假设：能量必须流入裂纹尖端，否则裂纹无法扩展。 

1.3.2 动态断裂失稳研究进展 

上一小节我们简单概述了经典的 LEFM。对于一个单裂纹，我们可以通过能

量平衡建立其运动方程。但是，这并不是断裂的一个完整图像。一系列脆性材料

的实验表明，当裂纹的速度达到一个临界值 0.4c Rv V ，单裂纹将失去稳定性，一

种名为微分叉的不稳定开始发生[3, 29, 32]。通过将试样的厚度变薄，微分叉不稳定

可以被抑制。然而，基于脆性凝胶的实验，在裂纹速度 0.9c Rv V 时，观测到一
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种新的超高速的裂纹振荡失稳[4, 33, 34]。对于这些丰富的动力学现象，经典的 LEFM

无法给出解释。下面我们将从这两种重要的不稳定现象出发，来介绍相关的动态

断裂失稳的研究进展。 

(1) 微分叉失稳 

LEFM 理论预测表明：裂纹可以加速达到其渐近极限速度[22, 23]，VR。但是，

实验表明[23, 29, 35, 36]，脆性材料中裂纹的速度很少能够超过 0.6 VR。这些观察结果

表明，我们对快速裂纹动力学的基本理解出现了严重错误。对于这一明显的偏差，

答案是：在高速时，裂纹不再是“简单裂纹”。相反，正如 Ravi-Chandar 和 Knauss

等人[37, 38]首次在实验中观察到的，高速传播的裂纹结构与图像中所描述的简单

裂纹完全不同。高速照片显示，快速裂纹不再是由单个简单裂纹扩展而成的，而

是由同时扩展的裂纹群组成的。之后，Fineberg 等人[29, 35, 39, 40]的实验进一步表明，

一个简单的裂纹以一个临界速度分裂成多个裂纹，在这个临界速度下，单个裂纹

变得不稳定。这种不稳定性被称为“微分叉”不稳定。这一特征在许多非晶材料中

都被发现[35, 37, 39, 41]。 

 

 
图 1.6 裂纹微分叉失稳发生时的裂纹表面以及对应的裂纹传播速度[3]。 

 

在低速断裂时，断裂表面光滑如镜。当达到一个临界速度 0.4mb Rv V , 瞬时

裂纹速度出现快速波动，同时在断口表面出现非平凡结构（受阻的多重微裂纹分

支），如图 1.6 所示[3]。当裂纹速度增加到超过 vmb 时，微分支的长度和密度都随

v 的增加而增加，这相应地导致更粗糙的断裂表面特征，更大的速度波动以及断
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裂能的急剧增加（与总的裂纹分枝成正比）。而且，图 1.6 表明，这种特征并不依

赖于具体哪种脆性材料，其在钙-钠玻璃[42-44]以及聚丙烯酰胺凝胶[35, 40]中都被观

测到。 

在过去的近 30 年里，已经有很多工作试图通过各种方式补充或扩展 LEFM

来描述微分支的不稳定性[45-49]。也包括一些数值模拟，比如，相场模型 (PFM)[45, 

46, 50, 51]，内聚区模型(CZM) [52-54]，格子模型[55, 56]等。尽管这些模型中有许多表现

出与实验观察结果定性一致，但它们本质上都是有缺陷的，因为它们专注于 2D

裂纹分叉 (也就是说，它们实际上研究的是宏观分支，它表现为一种裂纹尖端不

稳定)。而微分支本质上是一种三维不稳定性，无法在二维描述下被合理的解释。

此外，在理论层面上，最近的一些实验研究表明，要想完全理解这种不稳定性，

可能需要引入新的物理成分 (例如长度尺度)[3, 4]。其中，在 LEFM 理论中缺失的

靠近裂纹尖端的小尺度被认为对裂纹的稳定性起着关键的作用[3, 29]。 

(2)振荡失稳 

正如我们前面提到的，通过操纵试样的几何形状和厚度，有可能抑制微分叉

不稳定的发生[3]。当微分叉失稳被抑制时，简单的脆性裂纹有望达到一个极高的

扩展速度。然而，实验结果显示这并不顺利，一个新的不稳定-裂纹振荡失稳发生

了[3, 4, 33, 34, 47]，如图 1.7 所示。在 0.9c Rv V 时，一个直裂纹开始失去稳定性，并

发生类似正弦的路径振荡，这种不稳定性是特别有趣的，因为它涉及一个有限的

振荡波长，其值不依赖于系统的几何尺寸或加载条件。由于在无尺度的 LEFM 中

不存在一个固有尺度，因此，经典 LEFM 理论无法对此做出合理解释[34, 57]。 

 

 
图 1.7 (a) 振荡失稳的裂纹轮廓，(b) 光滑的断裂表面[3]。 

 

为了处理这个问题，Fineberg 等人提出了一个新的弱非线性理论[57]。他们在

动态裂纹的运动方程中引入了一个新的长度尺度 nl 。首先，考虑一个 2D 几何

上的裂纹，其路径由 ( )tip tr 描述，且其尖端由非线性尺度 nl 包围，如图 1.8 所示。
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其中，t 和 n 分别表示裂纹尖端的切向量和法向量。假设一个各向同性材料，其

与裂纹生长相关的方程根据图 1.8 可以直接写为： 

 ( ( ), ( ))tip

t I IIv K t K t t =r  (1.27) 

裂纹尖端的旋转可以描述为： 

 ( )t II

nl

v
t K t n −  (1.28) 

其中， IK 和 IIK 分别对应于 I 和 II 型断裂模式的 SIF。方程 1.28 可以重写为

切线与 x 轴夹角 的格式，即[3, 4]： 

 
( )

( ) II
t

nl c

K tv
t

K
 −  (1.29) 

其中 特征应力强度因子定义为 cK E。需要注意的是，式 1.29 并没有

给出任何关于 nl 起源的明确的信息。一些定性的对比发现，振荡波长依赖于 nl 。

这是一个重要的预测，表明了高速振荡不稳定性的存在是由内在时间和长度尺度

控制的，与裂纹尖端附近的 LEFM 的失效有关。至于 nl ，它可以表示线性弹性

分解的尺度，可以是非线性弹性分解，也可以是耗散过程分解，这些都还有待未

来的实验验证。 

 

图 1.8 带有尺度为
nl
大小的非线性区裂纹路径演化[57]。 

以上提及的两种断裂不稳定无法在经典的 LEFM 框架下得到合理的解释，

目前的一些尝试也没有揭示这些不稳定的物理起源。最近的一些采用相场模拟的

工作表明[50, 51]，裂纹尖端的非线性尺度和耗散尺度是必要的。 

1.3.3 断裂的变分相场模型研究进展 

断裂是材料失效的主要形式之一，而且其发生往往是灾难性的。因此，了解

材料的断裂行为在工业和工程领域非常重要，在这之中，数值模拟起着至关重要
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的作用[58]。迄今为止，已经开发出多种方法（或模型）来模拟断裂过程，所有这

些大致可分为两类，即不连续（尖锐界面）方法和连续（弥散）方法[59]。前者需

要对不连续位移场进行数值跟踪，例如，扩展有限元方法（XFEM）[60-63]、内聚

区模型（CZM）[52-54]，扩展等几何分析（XIGA）[64-67]等。然而，对于离散方法

而言，复杂的裂纹模式跟踪（如分支和合并）仍然是一个艰巨的任务。考虑到这

一点，一种替代方法被发展，即连续方法。在这类方法中，尖锐的裂纹表面拓扑

结构通过一个薄的裂纹扩散区来调整，并由辅助标量场代替，从而避免了对不连

续裂纹的跟踪。得益于上述优势，连续方法在最近的十多年中得到了广泛的应用

[68-72]，其中相场方法（PFM）是最有前景的方法之一。如图 1.9 所示，PFM 通过

引入 [0,1] 的标量场即相场来正则化离散的裂纹，从而避免了对不连续裂纹的跟

踪。得益于上述优势，PFM 在最近的十多年中得到了广泛的应用[68-72]，本文关于

断裂的数值模拟也将采用这种模型。 

 

 
图 1.9 断裂相场模型的示意图；(a)离散裂纹，(b) 扩散裂纹。 

 

目前，物理和力学学界已经独立开发和研究了几种不同的脆性断裂的相场方

法。不过，两个学界的相场演化方程的概念和技术背景有很大的不同。在物理学

界发展起来的动态相场模型，其以 Ginzburg-Landau 方程控制的相变机制为基础

[45, 46, 50, 51, 73, 74]。本文主要关注的是力学学界的相场模型。固体力学中的断裂相场

模型最早可以追溯到上世纪 90 年代末期由 Francfort 等[69]所提出的断裂变分理

论。随后，Bourdin 等人[75, 76] 对变分相场模型进行了正则化以进行数值求解。在

过去的十多年中，大量的研究者付出了不懈地努力以完善相场方法[71, 77-81]。在众

多研究中，Miehe 等人[78, 79]提出了一项杰出的工作，他们在热力学的框架内重新

制定了相场模型，以克服原始模型的缺点。在 Miehe 的模型中[79]，拉伸和压缩变

形对断裂的贡献通过应变张量的谱分解得以区分，从而阻止了受压过程中不切实

际的裂纹扩展。此外，他们引入了一个局部的应变历史场以确保裂纹的不可逆生

长，并提供了非常适合数值实现的版本。与之不同地，Amor 等人[82]引入了一种

替代方法，通过将总弹性应变能分解为体积贡献和偏差贡献来抑制压缩下的裂纹
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传播。为了降低上述分解算法的复杂性，Ambati 等人[83]提出了一种混合相场公

式，大大降低了计算开销。尽管 PFM 主要用于脆性断裂计算，但 Hesch 和 Miehe

等人[84, 85]已经成功地将这种方法用于有限形变断裂问题。此外，研究人员还进一

步将 PFM 扩展到韧性，超弹性断裂的相场建模[86-89]和加压断裂的广阔领域[77, 90, 

91]，近年来它们已成为计算断裂力学的研究重点，相关的综述可以参考 Ambati [83]

和吴等人[92]的工作。 

正如 Cox 等人[93]所说，“动态断裂问题是断裂科学中最基本的问题”。鉴于准

静态模型无法捕获快速载荷下的复杂断裂模式，如裂纹振荡[33]，因而开发动态相

场演化模型则至关重要。Borden 等人[94]对此做出了很大贡献，他们利用能量泛

函的变分原理（哈密顿原理）将准静态相场模型扩展到动态情况。基于该模型，

Miehe 等人[95]在动载荷作用下展示了复杂的裂纹形态。Bleyer 等人[96]采用动态相

场模型研究了裂纹的分叉和增韧机理。值得注意的是，Ginsburg-Landau 型相场

模型最初就是在动态条件下推导的。在这种情况下，Karma 等人[45, 46, 97]完美地再

现了许多复杂的断裂现象。需要指出的是，虽然相场模型在模拟复杂裂纹方面具

有优势，但是，其函数非凸性以及所需的精细网格，使得其计算相当苛刻[98-105]。

为此，一部分工作集中在自适应网格以及求解算法方面[98, 106-108]。本文的第二章

正是为此而开发的一个混合自适应网格算法[109]，其相比标准的 PFM 可以提高计

算效率 15~30 倍。基于新的自适应网格算法，我们的研究重点将会放在动态断裂

不稳定方面。 

1.4 非牛顿流体流动失稳的研究概述 

1.4.1 非牛顿流体 

正如我们在 1.2 节所述，连续介质力学的研究对象包括固体和流体，而流体

又可以分为牛顿流体和非牛顿流体。首先，我们给出牛顿流体的定义。牛顿流体

的流动特性表现为：剪切应力与剪切应变遵循线性关系[110]。大多数低分子量流

体，比如有机或无机液体、低分子量无机盐溶液、熔融金属以及气体等都表现出

牛顿流动特性。凡是不遵循牛顿流体特性的流体都是非牛顿流体。这类流体事实

上更加广泛，比如日常生活中常见的奶油，蜂蜜，牙膏，淀粉悬浮液，油漆，沥

青，血液，以及我们所关注的聚合物熔体[14, 111]。由于特殊的非牛顿属性，此类

流体常常表现出奇特的流动特性，比如聚合物流体中常见的爬杆效应，挤出胀大，

无管虹吸现象等[112]。 
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1.4.2 奇异流变行为 

本节我们将简单介绍几种非牛顿流体的奇异流变行为，以展示其与牛顿流体

的区别。 

(1) 爬杆效应 

当一个杆在聚合物熔体/溶液中旋转时，流体就会沿着杆进行爬升。这种现

象被称为爬杆效应[112] (如图 1.10)。爬杆效应实质上是由于非牛顿流体中存在能

够支持沿流线的张力 (非零的法向应力差性质)，这将迫使流体沿着杆向上爬升。

此外，这种效果也可以在没有杆的情况下发生：如果我们旋转烧杯底部的圆盘，

那么自由表面就会在中间凸起。 

 

 
图 1.10 聚合物溶液中的爬杆效应[113]。 

 

(2) 挤出胀大 

挤出胀大是聚合物加工一个非常常见的现象。其表现为，当聚合物熔体被迫

通过模具，在离开模具之后，部分恢复或膨胀回原来的形状和体积。造成这一现

象的主要机制是第一法向应力差[112]。Tanner 等人[114]对挤出胀大现象做了一系列

数值分析，并总结了一些经验公式。事实上，实验中发现，挤出胀大的程度非常

依赖于加工过程，如图 1.11 所示，在低速挤出时，胀大现象比较弱，而在高速挤

出时，胀大现象更加明显，关于其微观的解释需要考虑聚合物的熵和松弛过程，

这些已经超出本文的研究范畴，我们在此不再展开。 

 

图 1.11 聚合物熔体的挤出胀大现象；(a) 低速挤出，(b) 高速挤出。 
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(3) 无管虹吸现象 

 

图 1.12 高粘弹性流体的无管虹吸现象[111]。 

 

无论在牛顿流体还是非牛顿流体中都存在虹吸现象。不同的是，对于牛顿流

体来说，当把管子提升到液面以上，虹吸现象就会终止。然而，对高粘弹性的非

牛顿流体，比如聚合物流体，即使在管子离开流体表面后其仍将继续流动，如图

1.12 所示。而且，如果容器是倾斜的，让液体开始流出边缘，即使不使用虹吸管

也可以清空容器。液体的弹性将继续把液体提升到边缘，然后越过它，这就是非

牛顿流体所特有的无管虹吸现象[112]。 

1.4.3 非牛顿流体流动失稳研究进展 

聚合物材料通常在熔融状态下进行加工，其在熔体状态就是一种典型的非牛

顿流体（粘弹性）。由于在加工过程中的熔体的流动状态对最终制品的形态和性

能有着关键的影响，因此，理解此类流体的流动不稳定的起源对于工业加工非常

重要。不同于牛顿流体的惯性湍流，聚合物熔体的层流破坏是由弹性引起的[113, 

115]。本节我们将介绍两种聚合物加工中常见的流体不稳定，并重点关注薄膜流延

不稳定相关的研究进展。 

(1) 挤出熔体破裂 

熔体挤出是一种较简单的加工操作但却至关重要，因为它在聚合物制造中普

遍存在，并表现出复杂多样的加工不稳定性。例如，在一个典型的线性聚乙烯以

特定的速率连续挤出时，随着挤出速率的增加，挤出物表面从光滑到粗糙再到周

期性的扭曲，如图 1.13 所示[116]。这里的不稳定性主要涉及熔体断裂、壁面滑移

等现象[117-120]。尽管在过去的 60 年中，已经提出了大量的理论来解释熔体断裂的

起源，一些可能的解释包括：传统湍流效应，聚合物熔体的弹性效应导致入口处

的分子结构的断裂以及熔体强度和壁面滑移理论[116]。但是，一个完整的理论解

读至今仍然是缺乏的。这些现象不仅是学术上感兴趣的，而且也与工业加工相关，
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因为它们会严重限制加工的生产速度。 

 

 

图 1.13 聚合物熔体挤出随着挤出速率增加从表面光滑到断裂的快照[116]。 

 

(a) 拉伸共振失稳 

除了挤出之外，聚合物的流延，纺丝，吹膜也是聚合物加工的重要方式。然

而，在这些加工中都涉及一种流体动力学不稳定-拉伸共振失稳[121-126]。这种共振

失稳表现为当加工速率达到一定程度时，制品的厚度，宽度或直径的周期性变化，

甚至加工稳定性被完全破坏。在非线性动力学中，这种不稳定现象被称之为霍普

夫分岔。这里，以薄膜流延（图 1.14（a））和吹膜加工（图 1.14（b））为例，典

型的拉伸共振失稳表现为薄膜宽度，厚度或薄膜的直径随时间的周期性振荡。图

1.14（c）展示了本论文第七章中由数值模拟得到的薄膜流延的拉伸共振。图 1.14

（d）引用了文献中报道的吹膜的共振失稳的图片[8]。事实上，这种失稳振荡非常

有趣，因为其涉及一个有限的波长和振荡周期。 

关于薄膜流延拉伸共振失稳的实验报道非常少。Yeow 等人[127]首次报道了薄

膜流延稳定性的数值计算。基于线性流体动力学稳定性理论，他们给出了牛顿流

体薄膜流延的中性稳定性曲线。在此基础上，Co 等人[128-130]通过引入更真实的粘

弹性模型比如 Giesekus 模型，研究了材料的粘弹性对稳定性的影响。然而，这些

基于小扰动的控制方程所进行的特征值分析仅能提供稳定性的部分图像[131]。因

此，Barq 等人[132]引入了施加在牵引辊上的卷取速度的阶跃扰动（这非常类似于

实验），以研究牛顿流体等温薄膜流延的非线性稳定性。在他们的工作中，首次

通过理论模型实现了薄膜流延的动态响应，即拉伸共振。从那时起，拉伸共振开

始逐渐成为薄膜流延研究的焦点，因为它预示着流动不稳定的开始[9, 10, 129, 133-136]。

继 Barq 等人[132]的工作之后，Agassant 等人[9, 10]研究了 Deborah 数（De）和纵横

比（AR）对一维（1D）和二维（2D）等温薄膜流延过程的拉伸共振不稳定性的

影响。他们发现，对于某些 De 存在不止一种临界拉伸比，而且增加 AR 可以提

高加工过程的稳定性。此外，温度，惯性和重力对稳定性的影响也在以往的工作
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中得到了系统的研究[137, 138]。需要指出的是，虽然相关的数值研究报道很多，但

是考虑真实的加工环境（如非等温）以及聚合物熔体粘弹性的工作却仍然很少。

本文的第七章就在真实的加工参数下，针对薄膜流延的稳定性进行了全面的数值

分析。 

 

图 1.14 聚合物流延以及吹膜加工中的拉伸共振失稳[8]。 

 

1.5 本论文的研究内容和意义 

该博士论文的工作致力于通过先进的数值模拟来揭示涉及连续体断裂，特别

是动态断裂，以及非线性动力学失稳等极端问题的潜在物理根源。并开发一些新

的算法和模型来处理断裂和流动不稳定领域长期存在的问题。 

目前主要开展的研究工作总结如下： 

（1）针对断裂相场的精细网格需求，提出了一种新颖的自适应网格离散方

案 (称之为 ha-PFM)。基于相场轮廓的推进，一个新的近似裂纹尖端跟踪的策略

被提出以识别细化区域。为了避免产生悬架节点，并保证裂纹尖端附近网格的高

各向同性，开发了多层混合自适应的三角形和四边形单元离散策略。在非裂纹进

展区，当相场小于一个阈值时，可以将细化网格重新转换为粗网格。 

（2）基于所开发 ha-PFM 研究了脆性材料的动态断裂。设计了高斯分布的

断裂能以模拟真实材料的随机性。采用两组断裂能强弱分级的材料来观测裂纹的

分岔起源。同时，统计了裂纹分岔的能量，并尝试给出一个分岔的能量准则，基
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于此，动态断裂的极限速度也被进一步讨论。 

（3）在小变形的脆性断裂相场模型基础上，进一步在大变形框架下重构了

断裂的相场模型，将吸收了无网格思想的光滑有限元算法 (ES-FEM) 首次用于

断裂的相场建模。由于 ES-FEM 和 PFM 的高计算开销，我们开发了一个新的自

适应算法以用于提高计算效率，一些大变形下的基准测试被成功的再现，并首次

模拟了类橡胶材料中裂纹在弱界面处发生的偏转。 

（4）将脆性断裂的经典力学基相场模型直接推广到超弹性材料的非线性动

态断裂被证实是不可行的。为此，基于非保守拉格朗日方程，我们推导出一种具

有波速不变性的动态相场模型。针对大变形断裂中难以处理的网格畸变问题，提

出了一种原始的自适应变形网格去除方案(ADMR)，并进行算法的数值实现。基

于新的相场模型，对超高速动态断裂的路径振荡和裂尖劈裂失稳进行了一些初步

探索。 

（5）采用著名的 PTT 微分型粘弹性模型分析非等温薄膜流延的稳定性。数

值计算首次采用有限元法 (FEM) 结合粘弹性应力分裂算法 (DEVSS) 和流线迎

风伽辽金法 (SUPG)来处理膜模型。加工参数以及材料的流变性质对稳定性的影

响都被详细的调查。 

（6）自主开发高性能求解器：平台：Windows/Linux；编程语言：Matlab & 

C++ mex 

ha-PFM V1.0-3.0: 基于自适应网格的断裂相场显式/隐式求解器；用于脆性/

软材料准静态/动态断裂 (大变形)；具备多核并行，稀疏存储能力。 

PolyLab V1.0-2.0: 定常和非定常瞬态粘弹性流体有限元求解器；多物理场耦

合求解；扰动稳定性分析。 

当前研究工作的意义可以归纳为以下几点： 

（1）所提出的 ha-PFM 可以极大的降低计算开销，相比采用均匀网格的相

场方法可以提高计算效率 15~30 倍并降低内存需求约 70%。此外，裂纹尖端的高

度各向同性网格对于动态裂纹的捕捉相比以往的自适应方法更加准确，且消除了

悬挂节点避免了非物理的波反射。 

（2） 基于相场断裂建模，提出了动态脆性断裂中裂纹分叉的一个普适的能

量判据。基于这一能量判据，连续介质理论较好地解决了长期存在的极限裂纹扩

展速度问题。本研究为揭示动态断裂的复杂物理机制提供了新的思路。 

（3）得益于在光滑有限元框架下重构了相场模型，大变形断裂涉及的网格

扭曲以及精度问题被很好的解决。联合 PFM 和 ES-FEM 为大变形断裂的相场建

模开辟了一个新的途径。一些在传统有限元方法中难以处理的大变形断裂得以顺

利的实现。 
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（4）基于所开发的新的相场模拟和 ADMR 算法，实验中观测到超高速的裂

纹振荡失稳以及裂纹尖端劈裂不稳定被成功再现。这项工作填补了当前力学学界

的一项研究空白。为下一步理解断裂失稳的起源奠定基础。 

（5）首次将稳定化算法 DEVSS 和 SUPG 耦合到流延的膜模型中，从而得

以在更大的加工参数空间研究流延的稳定性，一些新的现象被发现：如随纵横比

的变化，发现存在两个临界的稳定拉伸比。而且，不稳定的根本原因在流体的拉

伸粘度，提高拉伸粘度可以增大流动的稳定性。 
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第 2 章 脆性断裂的混合自适应相场方法 

2.1 引言 

PFM 在模拟断裂过程方面很有前景，但鉴于其对网格的要求极其精细，且

势能函数具有非凸性，其工程应用是一项艰巨的任务。关于这两个问题已有大量

的研究成果报道[1-8]。对于后者，Miehe 等人[9]提出了一种鲁棒的 staggered 算法，

目前广泛采用该算法来解耦强非线性控制方程。相反地，Gerasimov 等人[5]提出

了一种线搜索辅助法来加速 monolithic 算法的收敛。最近，一种改进的牛顿迭代

方法被发展来改善完全 monolithic 算法，它巧妙地将 staggered 和 monolithic 策略

相结合[7]。另一方面，为了在不显着增加计算成本的情况下满足极其精细的网格

需求，自适应网格方法将是一个不错的选择，例如 h自适应网格和移动网格 FEM[1, 

10-12]。最近，Singh 等人[4]提出了一种自适应多尺度相场方法（AMPFM），该方法

是在多尺度有限元方法（MsFEM）中建立的[8, 13]。在他们的方案中，可以将邻近

裂纹区域过多细化的网格重新转换为粗网格，从而显著的减少计算资源的消耗。 

受 Singh 等人[4]工作的启发，我们在本章给出了一种新的混合自适应有限元

相场方法（ha-PFM）来处理准静态和动态脆性断裂问题。不同于以往工作中提出

的自适应相场方法，ha-PFM 包含两项关键创新。首先，我们提出了一种新颖的

近似裂纹尖端跟踪策略来识别细化域，从而显着降低了自适应算法的计算成本。

具体来说，自适应网格细化和粗化所花费的时间不到总计算时间的 1％。其次，

我们进一步发展了自适应多级混合单元 (T3 和 Q4 单元) 来离散化求解域。其中

Q4 单元从具有最高和最低细化级别的 T3 单元转换而来，而 T3 单元仅充当连接

细单元和粗单元的过渡单元。基于该离散化方案，不仅巧妙地消除了多尺度和 h

自适应网格中存在的悬挂节点[1, 14]，而且确保了裂纹尖端附近网格的各向同性。

因此，算法的复杂度进一步降低，计算速度得到了极大地提高（15~30 倍）而又

不损失精度。此外，通过重新测试几个具有代表性的基准算例并将结果与标准

PFM（使用均匀网格）以及文献结果进行比较，从而证明了 ha-PFM 的出色性能。 

2.2 断裂相场模型 

2.2.1 裂纹拓扑的相场描述 

首先，我们考虑一个包含内部不连续边界的各向同性的线弹性体

, 2,3n n = 作为参考构型，如图 2.1（a）所示。定义域的 Dirichlet 以及 

Neumann 边界分别表示为 D和 N 。根据起源于经典 Griffith 理论并由 Francfort 
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and Marigo 等人发展的断裂变分原理[15]，含裂纹体的势能泛函可以定义为： 

 d de cG


(  ) = ( ( ))  + u ε u  (2.1) 

其中 nu  表示位移场， cG 表示材料的断裂能。在小变形假设下，应变张量ε

的组分可以表示为： 

 
1

( ),  , =1,...,
2

ji
ij

j i

uu
i j n

x x



= +

 
 (2.2) 

对于各向同性线性弹性介质，应变能密度为： 

 ( )
2

( ) tr :
2

e


 = +ε ε ε ε  (2.3) 

其中，  和   为拉梅常数。 

 

 

图 2.1 (a) 包含不连续边界 的连续体示意图; (b) 不连续边界的相场近似（扩散裂纹）。 

 

现在，我们考虑采用一个裂纹表面密度函数 ( , )   来正则化裂纹表面积分： 

 ( ,d d)c cG G   


    (2.4) 

其中， ( , )   具有几种不同的格式，一类使用比较广泛的格式如下[16]： 

 
0

0

( )
( , + d)d

4

C

w

C

G
G

w
l

c l


   

 

 
 =    

 
   (2.5) 

这里，
1

0
( )wc w d =  , 0l 是一个正则化参数，控制扩散裂纹的宽度。关于裂纹表

面能的近似，一般采用以下两种格式： 

 

0

0

2

0

0

3 1
AT1:    ( , ) [ ( )] 

8

1 1
AT2 :   ( , ) [ ( )] 

2

l
l

l
l

     

     

 = +  

 = +  

 (2.6) 

本章我们采用的是 AT2 模型[17]. 两种格式差异主要表现在相场损伤带上，AT1 模

型预测了一个有限宽度的损伤带，其包含纯弹性阶段，而 AT2 模型则是无限支
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撑的损伤带。为清晰期间，图 2.2 给出了两种模型的一维损伤轮廓。 

 

 

图 2.2 AT1 和 AT2 模型的一维损伤轮廓。 

  

为了避免因压缩导致的非物理的裂纹成核和扩展，需要将弹性能 ( )e ε 分解

为正负两部分[9, 17]。通过在方程 2.3 中引入退化函数 

 
2( ) [(1 ) ]g k = − +  (2.7) 

其中，0 1k 被添加以获得更好的数值稳定性，我们得到 

 
2[(1 ) ]( ) ( ) ( )e e ek   + −− + +=ε ε ε  (2.8) 

其中 ( )e +
ε 和 ( )e −

ε 的选择有几种不同的格式。这里给出两种比较有代表性的模

型。 

首先给出的是 Amor 等人[18]的模型，他们将弹性应变能分解为体积和偏差贡

献，即： 

 

( ) ( )

( )

2

2

1
( ) tr :

2

1
( ) tr

2

dev dev

e n

e n

K

K

 



+

+

+

−







=

=


+ε ε ε ε

ε ε

 (2.9) 

其中，
2

nK
n


= + 为 n-维的体积模量，麦考利括号运算符定义为 ( )

1

2
x x x


=  ，

偏应变张量 ( )
1

tr
3

dev = −ε ε ε I 。 

除了上面的偏应变分解，Miehe 等人[19]也给出一个应用更广泛的应变谱分解

格式，其定义为： 

 2 2( ) tr( ) + tr[( ) ]
2

e


 

 =  ε ε ε  (2.10) 

其中，应变的谱分解为： 

-4 -2 0 2 4

x/l0

 AT1

 AT2
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1

n

a a a

a

 

=

=   ε n n  (2.11) 

这里， a 和 an  分别表示应变张量的特征值和特征向量。 

一些研究表明，式 2.10 的分解格式适合于比较脆的材料，但是其损失了断

裂问题的变分属性。关于这两种分解格式的对比可以参考 Li 等人[20]的工作。 

基于拉压分解格式以及裂纹的正则化，总的势能泛函可以写为： 

 
2

2 0

0

( ) ( )
2

d(1 d)
2

e e cV G V
l

k
l


   + −

 


 
 − + +    

 
(  ) = + + u ε ε  (2.12) 

考虑对方程 2.12 的势能泛函进行最小化，即： 

 ( )  ( ), ( ) Arg min ( , )t t = u u  (2.13) 

通过式 2.12 和 2.13 可以很容易导出准静态断裂的控制方程。由于准静态是动态

断裂的简化情况，这里，我们直接考虑一个动态断裂问题。 

在动态断裂的情况下，动能项表示为 

 
1

( ) d
2

i iu u V


 = u  (2.14) 

其中   是材料的密度，
t


=


u
u  表示速度场。结合方程 2.13 和 2.14，拉格朗日

算子可以直接写出为： 
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 ε ε

 (2.15) 

2.2.2 脆性断裂的控制方程 

根据哈密顿原理对拉格朗日算子 L 执行变分，导出欧拉-拉格朗日方程为： 

 2

0

0

Div[ ]

2 2e
c

c e

G
G l

l



  + +

=

 

+ −  = 
 

σ u

 (2.16) 

其中的柯西应力张量表示为： 

 
2(1 ) e ek

 


+ − 
 = − + +   

σ
ε ε

 (2.17) 

这里，我们采用 Miehe 等人的谱分解格式[19]，从而，式 2.17 可以写为： 

 
( )

( )

2(1 ) tr( ) 1+ 2

  + tr( ) 1+ 2

k  

 

+ +

− −

 = − +   

 

σ ε ε

ε ε
 (2.18) 

注意到，方程 2.16 是强形式的控制方程，满足如下边界条件 
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                  on 

              on 

0            on 

D

N

d

=


 =
  = 

u u

σ n h

n

 (2.19) 

其中，  u 和 h  分别表示边界 D的位移和边界 N 的牵引力矢量。n 边界   的

外法向矢量. 

为满足裂纹生长的不可逆性，一个最大历史应变场 

 ( )
[0, ]

, max ( ( , ))
s t

et s +


= ε xx  (2.20) 

被引入以替代方程 2.10 中的 e +，从而阻止随着 e + 的下降而出现的非物理的裂

纹愈合[9]。此外，该方法对方程 2.16 进行了解耦，得到了一个在当前工作中所采

用的更高效，更健壮的 staggered 算法。注意这种不可逆的设置方式只适用于
2( )w  = 这样的相场模型[21]。对于其他类型的相场模型，有一些替代的格式来实

施强制的不可逆约束，比如设置 0  ，在后面的章节我们会介绍。 

2.2.3 数值实施 

前一小节中的控制方程是通过有限元方法（FEM）进行数值求解的，这需要

进行时间空间离散化。从 Galerkin 格式的空间离散化开始，方程 2.16 的弱形式

可以给出如下 

 
( ) 0

0

( : )d d 0

1
2 1 d d 0c

V h A

V G l V
l

   

    



 

  +  −  =

  

− − +   + =  
  

 

 

u u σ u u

 (2.21) 

其中u和是试函数. 基本场变量 u,   以及其梯度被离散为 

 
1 1 1 1

,    ,   = ,     
m m m m

i i i i i i i i
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N    
= = = =

= =  =  =   u u
u N u ε u B u B  (2.22) 

其中， iN 为形函数，B 以及为形函数的梯度，定义为 
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i x
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u
B B  (2.23) 

利用公式 2.21-2.23，可以将单元水平上节点 i 处的全局残余矢量表示为 
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d d d
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[ ] d 2(1 d) d
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d d T
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在 monolithic 求解策略中，基本未知量 u,   可以被同时求解，通过牛顿-拉普森

迭代求解如下格式的非线性方程组 

 
 









 
 +  = −

 

   +  = −

  

u u
uR R

u R
u

R R
u R

u

 (2.25) 

通过简单的求导，我们可以导出相应的刚度矩阵，首先给出准静态的刚度矩阵： 
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 (2.26) 

注意到，在稳健的 staggered 算法中， u
K 和 

u
K  可以被忽略。在小的加载步

长条件下，这一个方案被证实是稳定且高效的[19]。在式 2.26 中， 是一个四阶

弹性张量，其可以写为： 

 
2(1 )d k + − = − + +   (2.27) 

式 2.27 的具体格式将取决于所采用的拉压分解格式。 

如果采用 Amor 等人的体积-偏应变分解，式 2.27 中 + 和 − 参考沈等人[22]

的推导可以写为: 
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 (2.28) 

其中， 3 3E 是一个全 1 矩阵， 6 6I 是6 6 的单位矩阵。 

相反，如果采用 Miehe 等人[9]的谱分解格式，可以得到： 
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 (2.29) 

这里用到的 Heaviside 函数定义为[23, 24] 
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四阶张量 a 和 ab定义为 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a ijkl a ij a kl

ab ijkl a ik b jl a il b jk

=

= +

M M

M M M M
 (2.31) 

其中 a a a= M n n 。公式 2.29 的简要推导以及代码实现可参考附录 A。 

 对于动态断裂，时间离散采用隐式的HHT − 算法[25]。定义 n n=v u  , 以及 

n n=a u ，该算法可以写为 

 1( )
fn n f n n + += + −u u u u  (2.32) 

 1 1((1 ) )n n n nt  + += + − +v v a a  (2.33) 

 

2

1 1

( )
((1 2 ) 2 )

2
n n n n n

t
t  + +


= +  + − +u u v a a  (2.34) 

其中，时间步长 1n nt t t+ = − ，依赖于网格尺寸 h 以及瑞利波速 RV ，即对于

staggered 算法 / Rt h V  。其中的时间积分参数定义为： 

 
21 (1 ) 1 2

,0 1
3 4 2

f

 
    

− − 
 − = + = = 
 

， ， ，  (2.35) 

2.3 混合自适应相场方法的一般框架 

2.3.1 细化域识别策略 

 自适应有限元相场法的核心之一就是识别需要进行细化的区域。一种容易想

到的方法是跟踪裂纹尖端的传播路径。然而，想要准确定位裂纹尖端是非常困难

的，特别是对于多分支裂纹[4]。为此，我们引入了一种新颖且易于使用的自适应

策略，不需要精确定位裂纹尖端，如图 2.3 所示。首先指定一个临界的相场值 R

（这里采用 0.25R = ），其被视为网格细化启动的开关。基于此，相场值满足

R  的节点将被标记。对于任意两个相邻的时间步长，时间 t 和下一个时间步

t t+  对应的被标记的节点分别表示为 tP 和 t tP+ 。因此，在每一个时间步增加的

标记节点 \t t tP P P +=  可以被粗略当作裂纹尖端（图 2.3 中虚线包围的区域）。

以任意的 ( , )j

j jP x y P    作为几何中心，我们定义一个矩形区域 

  ( , ) :j

R j x j yx y x x R y y R  =  −   − 
   (2.36) 
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其中 ( )x yR R 定义为矩形 j

R 的长度（高度）的一半。对于所有属于集合P的节点，

方程 2.36 所定义的操作都将被执行。这将生成一系列的有交叠区域的集合

, 1,2,3...j

R j P = ，而完整的细化区域 R 就是这些集合的合集。 

 

 

图 2.3 确定细化区域的示意图。 

 

 原则上，Rx (Ry) 应该大于裂纹在一个加载步长的传播距离（动态情况下的时

间步长）。然而，考虑到准静态断裂模拟的缓慢加载特性和动态断裂的微小时间

步长，Rx 或 Ry 被定义为 

 , 2 , (4 16 )coarse x y coarse fine coarse fineh R R h h h h     (2.37) 

其中 coarseh   和 fineh   分别代表粗网格和细网格的长度，应该大于裂纹在一个加

载步长的传播距离（动态情况下的时间步长）。注意，式 2.37 不是强制性的，更

大的细化区域也是可行的。我们的数值结果显示，当前的策略兼具高精度以及较

低的计算开销。 

2.3.2 多级混合自适应网格 

除了细化域的确定外，网格细化的具体方案对计算成本和计算精度也有决定

性的影响，这促使我们开发更高效的网格细化算法。在图 2.4 中，我们展示了所

提出的多级混合自适应网格的基本操作流程。原始几何域由较大的四边形单元离

散(图 2.4(a))，其中单元级别定义为 0（根单元）。按照上一小节的方法标记的四

边形单元，被等分为两个单元级别为 1 的三角形单元（子单元），如图 2.4(b)所

示。类似地，将两个三角形单元进一步划分为四个较小尺度的三角形单元(见图

2.4(c))，并重复此操作，直到达到指定的细化级别(见图 2.4(d))。此外，二叉树型

的单元细化级别（ LevelE ）数据如图 2.4 (f)所示。 
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图 2.4 多级自适应混合 T3/Q4 单元策略的基本操作流程。 

 

 

图 2.5 (a) 最终混合自适应网格的一般配置；(b) 细化和过渡区域的放大图。 

 

 回顾图 2.4(d)和(e)，我们注意到一个重要的特征，即两个细化级别最高的三

角形元素可以再次转换为一个四边形元素。根据上述方案，最终的混合自适应网

格的一般配置如图 2.5(a)所示。整个离散区域被划分为三个子区域，即，粗尺度

区域 C , 细化区域 R 以及过渡区域 T 。考虑到计算精度和效率，区域 C 和 R

的离散采用线性四边形单元，而区域 T 采用线性三角形单元。其中， C 和 T

的局部放大如图 2.5(b)所示，显示了一个重要的特征，即区域 T 的 LevelE  逐渐

从 0 增加到 C 区域的最大值（比如图 2.5(b)中的最大值为 8）。这一改进方法巧

妙地消除了多尺度网格中存在的悬挂节点，不仅极大降低了计算开销，也避免了

非物理的边界反射波。此外，我们发展了一个网格粗化策略来进一步节省计算资
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源，这是由下面的逻辑数组决定： 

 
max[ 1]Logical E C LevelC E = =  =  (2.38) 

其中， C  是一个比较低的临界相场值 ( 0.1C = ), max

E 是一个单元中的节点相场

值的最大值, LevelE 是单元的细化级别. LogicalC 是逻辑变量，该参数用于确定当前

单元是否需要网格粗化。简而言之，网格粗化是细化的逆操作，具体的网格自适

应演化将在数值结果部分展示。 

2.3.3 基本操作流程 

我们在前一节中已经介绍了 ha-PFM 的核心算法，其在动态条件下的整个求

解过程被总结如下： 

求解流程 

1. 采用四边形单元离散初始计算域，所有单元级别 0LevelE = 。 

2. 通过复制节点方法创建预裂纹, 采用多级网格对近裂纹尖端 R 细化。 

3. 设置材料参数,  HHT- 积分参数, 以及初始相场值 0  , 位移场 0u   应

变历史场 0  在 0 0t = 。 

4. 对于每一个时间步 1[ , ]n nt t + , 我们执行如下的 staggered 策略： 

4.1. 构建全局刚度矩阵 ,  uu
K K   以及残余矢量 ,  u

R R 。 

4.2. 更新相场值 1

1

i

n
+

+ , 位移 1

1

i

n

+

+u 通过 

 
1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

,  

, 

d

i i i i

i i i i

n n n nd

 

  

+ + + +

+ +

+ + + +

  = −  = −


= + = + 

uu u
K R K u R

u u u
 (2.39) 

其中 

 
2

1
f

t



= +



uu uu
K M K  (2.40) 
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1

(1 ) 2 )
2

n n nf t
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+ − ++ −



u u
u vR R M a  (2.41) 

4.3. 收敛准则定义为 

 
1 1

00

max ,
i i

tol





+ +
  

 
  

u

u

R R

RR
 (2.42) 

这里  表示欧几里得范数, 容差 410tol −=  被设置。 

4.4. 更新速度场 1n+v  以及加速度场 1n+a  根据方程 2.39-41。 

4.5. 更新应变历史场 0依照方程 2.20。 

4.6. 终止当前时间步。 

5. 运行自适应网格模块 
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上述求解流程完全在 MATLAB R2018a 中编程。为了提高计算效率，将刚度

矩阵和剩余向量组装并行化，并在求解器中调用 MATLAB 编码器(C/CPP 程序生

成器)。方程 2.39 中存在稀疏系数矩阵，其计算采用双共轭梯度法并以不完全 LU

分解作为预处理因子。此外，当前工作中所有示例的代码都是在处理器为 Intel(R) 

Xeon E5-2680 V3 CPU@2.5 GHz 的工作站上执行的。 

2.4 数值结果 

在本节中，我们应用 ha-PFM 重新测试了准静态和动态断裂的几个基准算例

（所有计算均基于平面应变假设）。（i）分别在拉力和剪力作用下单边缺口板的

裂纹扩展。（ii）承受循环载荷的 L 形板的裂纹成核。（iii）缺陷（例如孔）对裂

纹扩展路径的影响。（iv）模拟经典的 Kalthoff 测试中裂纹扩展。（v）在动态单轴

张力下含预裂纹的矩形板的裂纹分叉。 

2.4.1 准静态断裂测试 

（i）单边切口的拉伸以及剪切测试 

 

 

图 2.6 单侧切口拉伸和剪切试验的几何和边界条件说明(单位:mm)。 

 

  在该示例中，我们考虑在左边缘的中间高度包含长度为 0.5 mm 的水平预裂

5.1. 对节点满足逻辑运算（方程 2.30）的单元执行网格粗化策略。 

5.2. 识别和标记细化单元。 

5.3. 运行网格细化模块。 

6. 进入下一个时间步并重复操作 4 (4.1-4.6)。 

7. 数据后处理和可视化。 
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纹的正方形板（1mm 1mm ），如图 2.6 所示。该板试件的材料参数设置为 

210 GPaE =  , 0.3v =   以及 32.7 10  N/mmcG −=   [23]。裂纹的传播是由顶部边缘 

（ top ）拉伸（I 型断裂）或剪切（II 型断裂）加载引起的。左（ left ）右 （ right ）

边缘自由，而底部边缘被固定（ bottom ）。对于 I 型加载测试，相场正则化参数被

设置为 0 0.0133 mml = ，初始的几何被离散通过 625 （ 25 25 ）个粗尺度的四

边形单元。在 ha-PFM 自适应细化策略中，一个粗尺度单元被分割为（16 16 ）

的细尺度的三角形单元，其进一步被转换为8 8 的四边形单元。边界 top 的位移

通过前 500 步增量为 51 10  mmyu − =  ，之后为 61 10  mmyu − =  来控制[23]。图 2.7

展示了三种不同变形阶段的断裂形态及相应的混合自适应网格，分别是
35.7 10yu −=   mm (FIG. 6(a)), 

35.9 10yu −=    mm (图 2.7(b)) 以及 
36.1 10yu −= 

mm (图 2.7(c))。自适应网格的演化表明，细化区域沿裂纹尖端扩展路径扩展，满

足方程 2.30 的非裂纹尖端区域将被粗化。 

 

 
图 2.7 加载位移分别为

3
5.7 10

y
u

−
=  mm (a), 

3
5.9 10

y
u

−
=   mm (b) 以及

3
6.1 10

y
u

−
=  mm (c) 

时对应的裂纹花样和相应的自适应网格。 

 

采用与图 2.7 所示的完全相同的几何配置，我们使用 ha-PFM 对纯剪切载

荷下的裂纹演化也进行了重新研究。除了 0l 被设置为 0.004 mm 之外，其余的参

数均保持不变。整个计算域被离散为 1225 个粗尺度的四边形单元，与上一个算

例相同的自适应策略被采用。不同于拉伸测试，当前算例采用完全均匀的时间步

长 51 10  mmxu − =  。如图 2.8 所示，ha-PFM 产生了与文献几乎完全一致的裂纹

模式[9, 17]。 
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图 2.8 加载分别为
2

1.2 10
y

u
−

=  mm (a), 
2

1.5 10
y

u
−

=   mm (b) 以及
2

1.7 10
y

u
−

=  mm 的剪切

试验的裂纹形态和相应的混合自适应网格。 

 

 

图 2.9 (a) Mode-I 加载和 (b) Mode-II 加载下的单边切口试件的载荷-位移曲线。 

 

 为了验证 ha-PFM 的合理性和准确性，我们通过标准的 PFM 计算了以上两

个示例，这对于模式 I 加载需要 40000 个均匀的四边形单元，对于模式 II 则需要

78400 个单元。通过 ha-PFM 和标准的 PFM 获得的载荷-位移曲线在图 2.9 中给

出，且其与 Miehe 等人[17]和 Ambati 等人[26]的结果非常吻合。此外，利用 ha-PFM

进行的模式 I 和 II 断裂测试的总计算时间分别为 21.7 分钟和 69.3 分钟，而对于

标准的 PFM，它们分别约为 591 分钟和 1150 分钟。显然，ha-PFM 显着降低了

计算成本且不损失精度，这比标准的 PFM 快了约 15 至 30 倍。 
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（ii）L 形板测试 

 

 

图 2.10 L 形板测试;（a）几何形状和边界条件（以毫米为单位），（b）位移加载历史。 

 

  
图 2.11 位移载荷分别为 0.22

y
u = mm (a), 0.3

y
u = mm (b) and 1

y
u = mm (c) 的 L 形板测试

的裂纹形貌及相应的混合自适应网格。 

 

在此测试中，我们模拟了一个已经被试验广泛研究过的一个 L 形板的裂纹

成核和扩展过程 [4, 26]。图 2.10(a)展示了受到基础约束以及点 PL 受垂直位移加载

的几何形状和边界条件。一个恒定的位移增量 31 10  mmyu − =  被施加，如图

2.10(b)所示。为了匹配文献中的结果 [4]，材料参数被设置为 6.16 GPa =  ,

10.95 GPa = , 
58.9 10  kN/mmcG −=   以及 0 1.18 mml = 。采用 7500 个粗尺度

的四边形单元对 L 形几何进行离散，其中细化区域的粗四边形元进一步划分为
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64 (8 8 ) 的小尺度单元。注意，在这个试验中施加了一个循环荷载，可以验证

ha-PFM 处理压缩裂纹闭合的能力。图 2.11 给出了在 0.22yu = mm，0.3 mm 以

及 1 mm 三种加载状态下的裂纹扩展模式及相应的混合自适应网格，其与实验结

果吻合较好。图 2.12 展示了我们的方法得到的 L 形板测试的荷载-位移曲线以及

Singh 等人[4]所报道的结果。显然，两条曲线是基本一致的。 

 

 

图 2.12 L 形板试验的荷载-位移曲线。 

（iii）含孔的缺口板 

 

图 2.13 含孔缺口板的几何和边界设置。 

 

这个算例来自于一个实验配置[26]，该实验旨在检验缺陷，如孔洞，对裂纹扩

展路径的影响。图 2.13 给出了该算例的物理模型以及与文献一致边界设置[26]。

基本的材料参数被设置为 1.94 GPa =  , 2.45 GPa =  ,
32.28 10  kN/mmCG −=  以

及 0 0.1 mml = 。初始计算域由 2330 个粗尺度四边形单元组成，处于裂纹生长路

径上的每个粗尺度四边形单元被分割成8 8 的细尺度单元。将靠下的圆孔固定，

并在上部的孔上施加固定增量为 31 10− mm 的位移控制载荷，如图 2.13 所示。四

个不同的加载为 0.76yu =  mm (a), 0.89yu =  mm (b), 1.8yu =  mm (c) 以及 
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1.92yu =  mm (d) 的裂纹花样被展示在图 2.14 中。与文献的实验结果相比，ha-

PFM 捕捉到几乎完全相同的裂纹路径[26]。另外，我们用标准的 PFM 对算例也进

行了重新测试，其荷载-位移曲线与 ha-PFM 的曲线吻合较好，如图 2.15 所示。 

 

 
图 2.14 加载位移分别为 0.76

y
u =   mm (a), 0.89

y
u =   mm (b), 1.8

y
u =   mm (c) 以及 

1.92
y

u =  mm (d) 的含孔缺口板的相场及相应的混合自适应网格。 

 

 

图 2.15 含孔缺口板的载荷-位移曲线。 

2.4.2 动态断裂测试 

（iv）动态 Kalthoff 测试 

在此算例中， ha-PFM 被用于测试经典的 Kalthoff 实验，该实验考虑一个具
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有对称的预裂纹的样品受弹丸冲击的影响[27]。为了降低计算量，仅考虑二分之一

的计算域，相应的几何和边界条件的示意图如图 2.16 所示。 

 

 

图 2.16 Kalthoff 测试的几何和边界条件的示意图。 

 

 

图 2.17 三个不同时刻的 Kalthoff 试验的裂纹模式和混合自适应网格。 

 

 所施加的速度边界条件定义为： 

 
0

0

0 0

      ,

           ,

0

t
v  t t

tv

v t t




= 
 

 (2.43) 

其中，0 16.5 m/sv = ，0 1 μst = 。已经有几种不同的数值方法对该实例进行了研究，
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其中包括 PFM。根据之前的文献[28]，本算例的材料参数被设置为 38000 kg/m = , 

190 GPaE = , 0.3v = , 4 22.213 10  J/mcG =  ，其相应的瑞利波速为 2803 m/sRV = 。

长度尺度被设置为 2803 m/sRV = ，其通过 0 / 2fineh l 以及 /fine Rt h V  近似地决定

了细化单元的尺度。涉及裂纹萌生( 20 μst = )、生长 ( 40 μst = )，完全断裂 

( 85 μst = ) 三个不同的阶段的裂纹模式和相应的自适应网格如图 2.17 所示。裂

纹扩展与水平方向的夹角约为 66.5°，其与 70°的实验结果相当接近[27]。 

（v）动态裂纹分叉 

前面的测试包括准静态和动态断裂，都只研究了单个裂纹的成核和扩展。多

裂纹演化模式是否仍然有效还需要进一步验证。在此动态试验中，我们将采用 ha-

PFM 重新调查动态裂纹分叉的演化模式。图 2.18 描述了这个算例的几何形状和

边界条件，一个包含预裂纹的脆性板受到上下边界的冲击载荷 1 MPay = 。按照

以往的文献 [14]，材料参数被设置为 32450 kg/m =  , 32 GPaE =  , 0.2v =  ,
23 J/mcG = 。其固有的瑞利波速为 2125 m/sRV = ，长度尺度被设置为

4

0 2.5 10  ml −=  。初始的求解域被离散为 4000 个粗单元，被标记的单元被细化为

(8 8) 的子单元。时间步长仍然取决于网格尺寸和瑞利波速。 

 

 

图 2.18 动态裂纹扩展试验的几何条件和边界条件。 

 

图 2.19 展示了在时刻 t = 20μs (a), t = 50μs (b) 以及 t = 80μs (c) 的动态裂纹

分叉的形态。由 ha-PFM 方法所求解的整个裂纹扩展路径与实验和文献结果基本

一致。这个例子也经过了标准的 PFM 的测试，使用 256000 个均匀的四边形单

元，计算时间为 650 分钟，而我们的方法最多只需要 25956 个混合单元，计算时

间仅为 36 分钟，加速比达到 18 倍。将 ha-PFM 得到的裂纹尖端速度曲线与标准

的 PFM 得到的裂纹尖端速度曲线一起绘制在图 2.19 中，两者之间的匹配是令人

满意的。 
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图 2.19 在 t= 20μs (a), t= 50μs (b) 以及 t= 80μs (c)的动态裂纹分叉的相场演化以及混合自适

应网格。 

 

 
图 2.20 ha-PFM 以及标准的 PFM 计算的裂纹尖端速度随时间演化的对比。 

 

2.5 小 结 

本章节针对脆性断裂的相场建模开发了一种名为 PFMha − 的自适应有限元

网格离散策略。ha-PFM 包括自适应尖端追踪算法以及多级混合 T3/Q4 单元离散

策略。其中，基于这项工作中提出的一个创新策略，通过数值跟踪裂纹尖端的近

似位置来识别细化区域。网格细化区域随着裂纹扩展进行动态的推进（基于自适

应单元细化与粗化算法）。不同于以往的自适应策略，T3 单元仅离散化连接精细

区域和粗糙区域的过渡区域，从而消除了悬挂节点，并确保了裂纹尖端附近网格

的高度各向同性。除此之外，数值结果表明 ha-PFM 可以极大地节省内存，并且
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比标准 PFM 快 15 至 30 倍，而不会损失精度。 

附录 四阶弹性张量的推导与代码实现 

 

图 2.21 用于计算弹性张量、应力和应变能的 Matlab 代码。 
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 在 Miehe 等人所提出的谱分解框架下，总的应变依照公式 2.6 被分为正负两

部分，即， + -ε = ε + ε 。为了推导四阶弹性张量 ，建立了总应变到正、负分量的

映射的投影张量  被引入，即 :

 =ε ε。这里的投影张量给出如下 

 
3 3 3

1

1
[ ( )] ( ) ( )

2
a a ab ab ba

a a b a

H  

= 

=  =  + + ε ε ε ε  (2.44) 

其中 

 
   if    

( )            if   

a b

a b

ab a b

a a bH

 
 

  

  

 
 −


= −
  =

 (2.45) 

依照链式法则，四阶弹性张量可以写为 

 

2

2

2

((1 ) ) [ ( )] [ ( )]

((1 ) ) [ ( )] [ ( )]

((1 ) )2 2

k

k

k





  

+ −

+ −

+ −

+ + − −

+ −

= − +  + 

= − +  + 

= − + +

ε ε

ε ε

σ ε σ ε

σ ε σ ε  (2.46) 

此外，我们还提供了计算弹性张量、应力和应变能的 Matlab 代码，如图 2.21 所

示。为了方便编程，前面提到的张量均使用 Voigt 标记。 
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第 3 章 动态裂纹分岔与极限速度起源 

3.1 引言 

快速移动的裂纹分岔是一个引人关注的研究课题。尽管几十年来关于脆性材

料的动态断裂已经进行了大量的实验和数值模拟研究，但是理解裂纹的动力学机

制在固体物理和材料科学领域仍然是一个持续的挑战[1-9]。目前，描述脆性断裂

最完备体系的就是基于连续介质理论的经典线性弹性断裂力学（LEFM），该理论

预测：当流入裂纹尖端的能量达到材料断裂所需的能量 CG 后，裂纹随即开始萌

生[3, 10]。而裂纹一旦开始，其运动就受到动态能量平衡的支配。 LEFM 可以很好

地预测低速断裂的裂纹运动[11]，但是，由于微分支和裂纹分叉（分支）等不稳定

性，该理论在高速情况下被认为是错误的。 

目前，动态脆性断裂中令人满意的裂纹分叉准则仍然缺失。一些理论研究建

议将临界应力强度因子（SIF），裂纹速度或能量释放率（ERR）作为分支准则[6, 

12, 13]，然而最近的仿真结果表明，能量准则似乎更具有普适性[14, 15]。除了裂纹分

叉不稳定性外，另一个长期存在的问题是极限裂纹扩展速度的起源[5, 13, 15, 16]。基

于能量平衡理论，单个直裂纹的运动方程可以被导出如下[11] 

 ( ) 1
( )

C
C R

G
V l V

l

 
= − 

 
 (3.1) 

其中， ( )l 为进入裂纹尖端的能量通量，l 为裂纹尖端位置， ( )CV l  和 RV 分别是

裂纹的传播速度以及材料的瑞利波速。理论上来说， ( )l 可以任意大，因此，方

程 3.1 预测单个裂纹可以逐渐达到其理论极限速度， RV 。然而，实验结果表明裂

纹的速度极少能达到这一理论极限[7, 15]。比如，实验中所测得的 PMMA 的极限

传播速度约为 0.6~0.7 VR
[17, 18]。以往对脆性断裂的实验研究认为裂纹路径的动态

不稳定性，如微分支和裂纹分叉，可以解释极限速度的起源[7, 17]。不过，由于 ( )l

通常无法实验测得（数值模拟可以）[4, 7, 13, 17, 19]，因此，理论预测与实验结果的

差异并不意味着 LEFM 对脆性断裂的失效。 

本章致力于通过相场模拟来揭示脆性断裂的分支准则，阐明极限裂纹速度的

来源。注意到，近年来的许多模拟将连续法中的相场模型应用于动态断裂问题的

研究。该方法来源于相变机制和经典的 Griffith 理论[20-26]，其中后者被用于当前

的模拟中[23, 27]。相场的思想以及理论推导已经在上一章节给出。此外，流入裂纹

尖端的能量通量 ( )l 的大小由基于单位面积的归一化能量耗散 /GC 来评估。我

们的模拟结果表明：当 ( )l 超过一个临界值（ / 2.72 0.06CG   ），裂纹分叉立即

被触发。根据这一准则，线性弹性断裂的连续介质理论成功解释了长期存在的极
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限裂纹扩展速度问题。在不引入任何特定准则和先验假设的情况下，相场模型较

好地再现了实验中获得的裂纹扩展的关键特征，如裂纹路径的选择和极限裂纹速

度等。此外，本章还报道了一些未被实验观察到的特征，如低速裂纹的能量过冲

和分叉后的速度衰减。 

3.2 理论模型 

3.2.1 相场模型 

 本章所涉及的脆性断裂的模拟仍然采用源于经典 Griffith 理论的变分相场模

型[23, 28, 29]，控制方程以及数值算法与第二章所给出的完全一致，我们在此不再赘

述。 

3.2.2 裂纹扩展速度 

 

图 3.1 裂纹扩展速度计算示意图。 

 

连续介质理论预测均匀材料拉伸断裂中单个裂纹的极限传播速度为其瑞利

波速，VR
[11]。然而，许多实验表明，拉伸裂纹的实际极限传播速度远远低于这个

值[2, 6, 30, 31]。为了解决这一问题，必须精确地测量裂纹速度。在相场模拟中，我

们采用有限元法（FEM）对整个计算域进行离散化。因此，裂纹尖端的位置无法

明确给出。通过对离散的相场值进行二维插值，我们得到相场的等值线图。参考

以往的文献[27]，我们以相场值为 0.75 的等值线作为裂纹轮廓 1，如图 3.1 所示。

假设裂纹尖端的推进距离为 l  在一个时间步长 [ 1,n nt t + ]，裂纹的传播速度可以

定义为： 

 
1

crack

n n

l
V

t t+


=

−
 (3.2) 

 
1 注意，所选相位场等值线值 0.75 并不是唯一的选择，在我们的模拟中测试

了几个不同的数值，相应的裂纹速度分布基本一致。唯一的差异是，采用  = 0.75

所计算的裂纹速度分布有相对较小的波动。 
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3.2.3 裂纹尖端的能量通量 

 一般来说，流入裂纹尖端的能量主要消耗在产生新的裂纹表面，很少一部分

以热产生和声发射的形式耗散[7, 32, 33]。对于 PMMA 等脆性材料的断裂，产生新

的裂纹面被认为是耗能的唯一途径。通常，在实验中测量裂纹尖端的能量流入是

很困难的[1]，但对于模拟来说很简单。在相场框架中，总耗散能量可以计算如下 

 ( )2

0

0

1

2
d CE G l d

l
  


= +     (3.3) 

记录各时间步长的裂纹尖端位置，用 l(t) 表示。因此，单位面积的能量耗散可以

定义为： ddE

dl
 = 。因此，流入裂尖的能量通量可以通过 /GC 来评估。注意，公

式 3.3 的格式依赖于所使用的相场模型，我们的模拟结果表明，目前的格式可以

令人满意地再现裂纹速度演变。 

 

 

图 3. 2 断裂能的高斯分布彩色云图（a）和概率密度分布曲线（b）。 

 

3.3 材料参数 

 我们的模拟使用了一种脆性的非晶材料 PMMA，其动态断裂性质已被广泛

研究[2, 7, 11, 17, 18]。参考以前的研究[14, 15]，PMMA 的密度为 31180 kg/m = ，杨氏

模量 3.09 GPaE = ，泊松比 0.35v = ，以及瑞利波速 906 m/sRV = 。考虑到真实

材料的局部随机性，断裂能 CG 服从均值为 2300 J/m ，方差（std）为 10 的高斯分

布，从而确保结果的鲁棒性[14, 15]。值得一提的是，我们在 std 10% CG 的条件下

进行了一些测试。其结果表明，裂纹路径会有所不同，但裂纹分叉的能量判据不

变。因此，我们选择了一个相对较小的 std=10 (大约 3.3% CG )。图 3.2 展示了 CG

的概率密度分布图。考虑到标准差很小，这一操作对我们的结论不会有显著的影

响。在相场模型中，特征长度 0l 被引入以量化裂纹尖端耗散区大小，其值由下式
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确定 

 
0

3 3

16

c
c

EG

l
 =  (3.4) 

对于 PMMA 来说，这个值大约为 0.05mm。 

3.4 结果与讨论 

3.4.1 预应变 PMMA 动态断裂 

我们考虑了一个预应变的 PMMA 矩形薄板，它源于先前的实验配置，并通

过计算机模拟被广泛的研究[7, 34, 35]。图 3.3(a)给出了预应变的 PMMA 的几何形状

和边界条件。样品的上下两侧承受固定为 U 的位移载荷。我们首先进行一个

准静态的计算，直到达到指定的预应变状态。因此，系统的总能量保持不变。在

保持预应变状态不变的情况下，在板的左边缘中部创建一个尖锐的裂纹，然后立

即进行动态计算，捕捉裂纹的动态扩展。 

 

 

图 3.3 预应变 PMMA 矩形板的动态裂纹扩展；(a)当前模拟中使用的几何和边界条件的示意

图。(b)相场模拟中在不同载荷下的裂纹轮廓。 

 

 在图 3.3(b)中，我们给出了在不同预应变载荷下的裂纹轮廓（ 0.75 = ）。对

于较低的预应变载荷，比如 0.033 mmU = 和 0.038 mmU = ，可以观测到简单

的直裂纹。两条直裂纹之间的区别是：较大预应变的裂纹损伤带略有扩大，这已

经在之前的数值模拟中报道过[27, 36]。这种现象被认为与实验中的 “mirror-mist-

hackle” 转变有关[9, 37]。对于较高的载荷 0.048 mmU = ，随着裂纹的传播，直裂

纹首先逐渐变宽，在裂纹尖端达到 0.454 bx l 时直裂纹分裂为两个非对称的枝裂

纹。之后，小的裂纹分枝逐渐消失，而大的裂纹不断扩大。进一步增加载荷到

0.055 mmU = ，首次裂纹分叉提前至 0.237bx  l 。然后，裂纹“选择”一条上

下交替分支的路径，这符合稳定性分析，与实验结果也非常相似[16]，如图 3.4 所
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示。而对于最高的载荷 0.065 mmU = ，裂纹模式表现为复杂的多分枝，随后我

们将进行详细的讨论。 

 

 

图 3.4 实验观测（a, b）[16]与模拟的（c, d）上下交替的动态裂纹分叉对比。 

 

 

图 3.5 动态断裂的裂纹扩展速度和能量耗散；(a)不同载荷下的归一化裂纹扩展速度曲线

VC/VR；(b) 裂纹尖端的单位面积归一化能量耗散 /G
C

 的演化。 

 

通过跟踪每个时间步的裂纹扩展过程，计算出的裂纹扩展速度如图 3.5(a)所

示。显然，裂纹总是先加速，直到达到稳定的传播速度， SV 。随着载荷的增加，

加速过程变得更加明显，相应的 SV 也明显增大。我们的模拟中观测到一个非常有

趣的现象，即裂纹分叉的极限速度大约是 0.6 ~ 0.7C RV V= ，这跟实验的结果非常

的一致[6]。通过基于 Griffith 理论阈值的校准[38]，单位面积的归一化能量耗散

/ CG 的演化在图 3.5(b)中给出。当 / CG 略微超过 1 的时候，裂纹开始萌生，这
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遵循 Griffith 准则。随后，一个能量过冲现象被观察到，其随着载荷的增加逐渐

湮灭。我们的结果表明，裂纹的第一个分支事件（图 3.5(b)中的一个星形标记） 

总是对应于 2.72 0.06/ CG   ，这意味着裂纹的分叉存在一个能量准则。值得注

意的是，该值明显大于 2，这可能与裂纹分叉前实验中观察到的损伤带增厚有关。 

 图 3.6 给出了最大载荷 0.065 mmU = 下裂纹形貌、速度和归一化的能量耗

散率的对比图，以支持我们对裂纹分叉现象做一个综合的分析。这里，我们主要

考虑前三次裂纹分叉事件。在第一次裂纹分叉前，裂纹以极高的加速度加速到一

个极限速度 limitV （见图 3.6）。当流入裂纹尖端的能量达到一个临界值，对应

/ 2.72CG  ，第一次裂纹分叉发生。随后，两个非对称的分枝裂纹竞争性的生

长。随着能量通量的进一步增加到 / 4.23CG  ，较大的裂纹分枝再次分裂为两

个裂纹。由于第一次分叉之后小的裂纹分枝并未完全消失，此时有三条裂纹同时

传播。回顾图 3.3(b)，在 0.033 mmU = 时，单裂纹稳定传播的 / CG 大约为 1.5。

假设那条小分枝裂纹的 / CG 接近这个值（1.5），那么第二次分叉的 / CG 大约为

2.73。由于裂纹增长的竞争性，小裂纹最终消失，导致较大的能量通量注入到单

个裂纹中。第三次分叉事件发生在 / 2.78CG  ，这与前两次分叉非常接近。结

合分叉裂纹在不同载荷作用下的演化，一个能量通量相关值 / 2.72 0.6CG   被

认为是裂纹分叉的临界值。这可以通过这样一个事实来解释，即当注入裂纹尖端

的能量不能通过单个裂纹耗散时，裂纹将立即分裂。 

 

 

图 3.6 最大荷载作用下归一化断裂速度、断裂形态和单位面积能耗散的比较。 

3.4.2 非均质材料中的裂纹扩展 

如本章引言所述，实验报道了裂纹速度存在一个低于理论极限的临界值，如

PMMA 为 0.6~0.7 VR，钠钙玻璃为 0.5~0.65 VR。那么为什么裂纹速度无法达到 VR

呢？这与上述裂纹分叉的能量判据是否有关？为了回答这些问题，我们精心设计

了两组裂纹在“强-中-弱”和“弱-中-强”材料中的传播的模拟，如图 3.7 所示。对于
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“强-中-弱”(S-M-W)材料，将整个矩形求解区域均匀分为三部分，平均断裂能分别

为 2300 J/m 、 2200 J/m ， 2100 J/m 。图 3.7(a) 展示了 S-M-W 材料在载荷

0.033 mmU = 时的裂纹花样，与之对应的归一化断裂速度和能量耗散如图 3.7(c)

所示。在裂纹萌生阶段， /GC 迅速增加到一个相对较大的值( 1.65 )，这明显高

于之后的稳态裂纹扩展(1.35~1.5)。我们把这种现象称为能量过冲，这可能是由静

态断裂向动态断裂过渡的结果。虽然裂纹速度也有瞬时过冲，但由于时间分辨率

的限制[5]，在实验中很难观察到。从“强(I)”区域到“中(II)”区域， /GC 上升到一

个更高的平台，表明裂纹尖端的等效能量通量增加。相应的，裂纹以明显的加速

和加厚作为回应。当裂纹进入“弱(III)”区域时， /GC 急速增加到约 4.6，明显大

于 2.72 的临界值。因此，单个裂纹分裂成两个不对称的分支。不同于 /GC 的演

化，进入 III 区后，断裂速度立即加速到约 0.8 VR，然后迅速下降，最终在 0.6~0.7 

VR (实验测量的极限速度)范围内波动。 

 

 

图 3.7 S-M-W 和 W-M-S 材料的模拟结果。S-M-W 在加载 0.033 mmU = 时(a) 以及 W-M-

S 材料在加载 0.055 mmU = 时(b)的裂纹形态。相应的 V/VR 和 /G
C

 的演化对于 S-M-W (c)

和 W-M-S 材料(d)。 

 

图 3.7(b)展示了在载荷为 0.055 mmU = 时平均断裂能分别为 2300 J/m  , 

2600 J/m  和 
2900 J/m 的“弱-中-强”(W-M-S)材料中的裂纹扩展。与图 3.7 (a)不同
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的是，在高载荷下裂纹萌生时，没有观察到能量过冲现象。在“弱(I)”区域，当 /GC

增加到约 2.73 时，裂纹分叉产生，且完全遵循前面给出的能量准则。进入“中(II)”

区域后， /GC 的值发生突降，这表示流入裂纹尖端的等效能量通量的减小。由

于 /GC 在分岔阈值以下，分支裂纹消失，直线裂纹以低于 VC 的速度传播。而在

“强(III)”区域， /GC 的值进一步下降，这是导致裂纹变薄和速度下降的主要原因。

图 3.3 和图 3.7 的对比表明，仅人为地改变材料的断裂能就可以将直裂纹转变为

分支裂纹，反之亦然。事实上，这一操作等效于改变 ( )l 。当 ( )l 超过一个临界

值，比如对于 PMMA, ( ) 2.72 Cl G  , 一条单裂纹分裂成两条。这一研究结果有

力地支持了裂纹分叉的能量判据[15]。 

 回到前面提出的极限裂纹速度问题，图 3.7 非常直观地显示了裂纹速度是

/GC 的强函数。基于裂纹扩展是能量耗散的唯一形式的假设，LEFM 也预测了

裂纹的扩展速度。如果 ( )l 可以任意大，方程 3.1 预测了单个裂纹可以达到其极

限传播速度，即 VR。然而，我们的模拟结果表明对于单裂纹来说 ( )l 具有一个临

界值，这意味着裂纹的极限速度无法达到 VR。对于 PMMA 来说，当前的工作确

定了一个临界值 ( )l 约为2.72 CG ，其相应的极限速度约为 0.63 VR，与实验结果

一致。 

 

图 3.8 模拟结果与 LEFM 理论分析的比较。 

 

为进一步验证公式 3.1 的正确性，由相场模拟和 LEFM 预测得到的断裂速度

如图 3.8 所示。我们首先考虑一条单裂纹的传播在载荷 0.033 mmU = 时。从图

3.8 中可以看出，LEFM 预测的裂纹速度与相场模拟结果吻合较好，甚至也出现

了裂纹萌生时的速度过冲现象。对于模拟的 S-M-W 材料的分支裂纹，“I”和“II”

区域的裂纹扩展速度与 LEFM 的预测结果也吻合较好。而在“III”区域，直接使用

公式 3.1 预测的速度明显高于临界速度 0.6 ~ 0.7C RV V= 。上述偏差的原因是可以

理解的，即式 3.1 实际上只对单个裂纹的运动有效。尽管裂纹分叉后裂纹尖端的

总能量通量较大，但对单个裂纹的分配值不超过裂纹分叉发生的阈值。分支的能



第 3 章 动态裂纹分岔与极限速度起源 

61 

 

量准则对于单个裂纹总是有效的，不管它是“根”还是“子”裂纹。 

3.4.3 弱界面中的裂纹传播 

一个有趣的想法是，如果我们能阻止断裂分叉[39]，那么裂纹会加速到接近 VR

的超高速。因此，我们进行了一个模拟，其中裂纹被限制在弱界面(窄带)传播。 

基于精心设计的“强-中-弱”(S-M-W)材料，我们进一步将“弱”材料区域(图 3.9(a)

中的区域 III)划分为三部分。弱界面的宽度为 02l ，其平均断裂能为 2100 J/m 。在

这个区域其余部分的平均断裂能是 2600 J/m 。因此，应该出现在区域 III 的裂纹

分叉被阻止。裂纹必须在窄带内生长(见图 3.9(a))，这导致其速度可以加快到非

常高(接近 VR)。图 3.9(b) 将我们在模拟中获得的裂纹速度与 LEFM 预测的裂纹

速度进行了比较，它们表现出空前的一致性。这一结果表明，如果可以抑制裂纹

分叉，裂纹可以加速至接近 VR 的高速，这完全符合 LEFM 理论。 

 

 

图 3.9 (a)包含弱界面的 S-M-W 材料中的裂纹模式。(b) 由相场模拟以及 LEFM 预测的裂纹

速度( /
R

V V )随裂纹尖端位置的变化。 

 

至此，我们从能量平衡的角度对裂纹的路径选择也有了一般性的认识。在较

小的载荷条件下，进入裂纹尖端的能量通量 ( )l 仅足以驱动具有镜像断裂表面

（相场中的薄损伤带）的单个直裂纹扩展。当 ( )l 增加但小于临界值时，裂纹的

加速度降低，这在实验和仿真中均得到了验证，并且也可以通过公式 3.1 反映出

来 (
2( ) 1/ ( )V l l  )。为了吸收额外的能量，裂纹的扩展伴随着速度的适度提升和

断裂面的明显粗糙度(表现为较厚的损伤带)。随着 ( )l 进一步提高到临界值（分

叉的能量标准被认为是通用的，但是对于不同的材料其具体的值是变化的，例如

钠钙玻璃 ( ) 2.5 Cl G  ，在附录中给出），裂纹分叉发生。分叉后的两个“子”裂纹

不是以较低的裂纹速度对称地传播，而是趋于相互竞争生长。占优势的“子”裂纹
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将吸收更多的能量并以更高的速度（接近 VC）生长，这导致另一个“子”裂纹逐渐

消逝。因此，占优势的“子”断裂发展成为新的“根”断裂。一旦满足能量标准，裂

纹分叉事件将再次发生。 

3.5 小结  

总结来说，在没有任何人为假设的情况下，通过当前的相场模拟可以确定一

个明显低于 VR 的极限裂纹速度，这与实验结果是一致的。通过计算裂纹的耗散

能量来评估进入裂纹尖端的能量通量。这使我们能够基于连续理论计算裂纹速度，

其结果与相场模拟结果非常吻合。借助本章所揭示的裂纹分叉的能量准则，连续

介质理论可以很好地预测实验中观察到的极限裂纹速度。结合我们的模拟和连续

理论，可以合理地解释脆性断裂中裂纹的路径选择。然而，尽管能量准则与极限

裂纹速度之间的相关性似乎对于诸如 PMMA 和钠钙玻璃之类的脆性材料而言是

普遍的，但仍需要在各种各样的脆性材料中进行验证。裂纹分叉的不同临界值

/GC 可能与材料的不同的分子耗散机制有关。 

3.6 附录 脆性钠钙玻璃的动态断裂 

 

图 3.10 预应变的钠钙玻璃矩形板在不同载荷作用下的裂纹形态。 

 

我们使用与预应变 PMMA 相同的构型来研究钠钙玻璃的动态断裂。基本的

材料参数被设置为： 31180 kg/m = ， 72 GPaE = ， 0.22v = ， 30 ~ 35 MPac = , 

0 0.08 mml = ， 3110 m/sRV = 。断裂能 CG 仍然遵循一个均值为 23.8 J/m ，标准差
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为 0.11 的高斯分布。图 3.10 为四种载荷作用下裂纹形态由直裂纹向多分支裂纹

的演化过程。载荷分别为： 0.008 mmU = , 0.009 mmU = , 0.012 mmU = 以

及 0.014 mmU = 。通过后处理得到归一化的裂纹扩展速度 V/VR，如图 3.11(a)所

示。可以看出，钠钙玻璃的极限裂纹传播速度处于0.57 0.65 RV 范围内，这跟实

验结果非常一致[6, 15]。图 3.11(b)展示了不同载荷下的单位面积的归一化能量耗散

/ CG 的演化过程。与 PMMA 相似，我们也发现钠钙玻璃中单裂纹的分叉事件

(由图 3.11(b)中的一颗星标记)总是与 5/ 2.~CG 相关，这说明在脆性材料中裂纹

分叉的能量判据是普遍存在的。因此，LEFM 预测一个极限裂纹速度约为 0.6VR，

非常接近于实验测量[6, 15]。 

 

 

图 3.11（a）正则化的裂纹速度 V/VR在不同预应变条件下的演化曲线。（b）裂纹尖端正则

化的能量耗散速率 /G
C

 在不同预应变下的演化。 
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第 4 章 有限形变断裂相场的光滑有限元建模 

4.1 引言 

超弹性材料如橡胶、水凝胶等，因其具有良好的拉伸性和可逆性而被广泛应

用于工业和学术研究中[1-4]。因此，预测此类材料的裂纹成核、生长以及破坏具有

基础和工程应用的双重意义。早期的研究多采用不连续的方法来模拟裂纹的演化

[5-9]。然而，对于通常经历复杂的变形的非线性弹性体来说，这仍然是一个棘手的

任务。随着一类扩散裂纹模型的发展[10-12]，这一困境有望得到解决。与不连续裂

纹建模相比，这类方法不需要对尖锐裂纹表面进行显式跟踪，便于处理复杂的裂

纹分支和融合模式[13, 14]。前面用于脆性断裂的相场法 (PFM) 作为这些方法中最

突出的方法之一[15, 16]，已经产生了广泛的研究，并在本章的研究中再次应用[17, 

18]。 

注意到，先前与断裂的相场方法有关的研究大多是在有限元 (FEM) 体系下

进行。尽管 FEM 已经是解决各种偏微分方程（PDE）问题的最受欢迎方法之一，

但其关键思想早在上世纪中叶已经出现[38, 39]。一些固有的缺陷导致标准的

FEM 在大变形情况下并不是最佳选择。基于这些原因，Liu 等人[19-22]开发了一类

光滑有限元方法(S-FEM)，它是标准有限元法和一些无网格技术的结合。S-FEM

的核心是应变平滑技术，其源于 Chen 等人[23]提出的稳定节点积分 (SCNI) 概念。

目前，S-FEM 已经发展成为一个大家庭。按光滑域的构造分类，主要包括 cell-

based S-FEM (CS-FEM) [22]，node-based S-FEM (NS-FEM) [24]，edge-based S-FEM 

(ES-FEM) [25], 以及 face-based S-FEM (FS-FEM) [26]。这些不同类型的 S-FEM 已

被证明拥有各自独特的性能。一般情况下，S-FEM 得到的刚度矩阵比 FEM 得到

的刚度矩阵更软，从而减弱了有限元法对刚度的高估并提高了计算精度和收敛速

度[20]。由于在 S-FEM 中没有进行映射操作，因此不存在对网格畸变敏感的雅可

比矩阵。因此，S-FEM 在处理网格变形和极端变形时具有更强的鲁棒性[19, 27, 28]。

此外，S-FEM 可以直接建立在现有的有限元网格上，而不需要增加额外的自由

度。S-FEM 以其独特的性质广泛应用于固体力学的各个方面，特别是大变形方面

[27-32]。最近的报道对基于 CS-FEM 的断裂相场模型进行了重新构造，但仍局限于

小变形[33]。 

除了上述优点外，S-FEM 的主要不足在于其刚度矩阵的带宽比 FEM 大，因

此需要较高的计算成本[20]。相场方法也需要非常精细的网格来精确识别裂纹路

径[13, 34, 35]。可以想象，PFM 和 S-FEM 的结合将会是计算资源的巨大挑战。实际

上，为了满足 PFM 对网格的苛刻要求，研究者们开发了多种复杂的自适应网格
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方案，如混合自适应网格和多尺度网格[36, 37]。然而，现有的大部分算法都是在有

限元框架下设计的[34, 35, 38]。为了能够在 S-FEM 框架下有效地进行大变形断裂的

相场建模，开发 S-FEM 与 PFM 耦合的自适应网格方案至关重要。 

在本章节，我们提出了在 ES-FEM 框架下建立大变形断裂的相场方法，ES-

FEM 是最受欢迎的 S-FEM 之一[25]。由于 ES-FEM 具有很高的精度和对网格变形

的不敏感性，因此在大变形方面，相场方法在处理复杂裂纹方面的优势得以充分

释放。鉴于 PFM 和 ES-FEM 的计算成本较高，因此我们进一步基于 ha-PFM 提

出一个改进的多级自适应网格方案。与有限元框架下的自适应网格不同，自适应

的 ES-FEM 需要在网格每次更新后识别边缘及其支撑单元的连接性。尽管该策

略增加了约 1%~2%的额外计算开销，但它不仅提高了精度，而且将计算效率提

高了约 20 倍。此外，我们通过四个来自于实验的典型算例来证实该方法的有效

性。本文其余部分组织如下。4.2 节介绍了有限形变基本理论以及常用于描述橡

胶等材料的超弹性模型。在此基础上，推导了大变形条件下断裂相场模型的控制

方程。4.3 节概述 ES-FEM 的理论方面，包括关键的应变平滑技术和一种新的自

适应网格算法。详细的数值实现涉及离散化和线性化的弱形式在 4.4 节给出。4.5

节展示了几个验证示例。最后，4.6 节对本文进行了总结并得出了一些结论。 

4.2 有限形变下断裂相场格式 

在本节中，我们在有限形变的框架下对 Griffith-type 相场模型进行了构造。 

4.2.1 有限形变理论简介 

 在有限形变（大变形）情况中，初始构型和当前构型需要明确区分。我们考

虑具有初始(未变形)构型 0 的任意弹性体，其中物质点 iP 的位置矢量表示为 X。

在变形过程中，通过初始构型在当前构型中的映射 ( , )t=x χ X 来识别X的运动。

从而，基本变形梯度张量可以表示为 

 ( , )t= = +X XF χ X I u  (4.1) 

其中，I 是二阶单位张量，u 表示位移场。F 的行列式，即雅可比行列式

det( ) 0J = F  在初始配置（ 0 ）和当前配置（）之间建立一个积分映射，表

示为 

 0d Jd =   (4.2) 

 在非线性连续介质力学的理论框架中，一个重要的变形量是格林-拉格朗日

应变张量，其定义为 

 
1

( )
2

= −Ε C I  (4.3) 
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这里，C 是用物质坐标表示的柯西格林张量，其表示为 

 ( ) ( )T T T= =  + +   +X X X XC F F u u u u I  (4.4) 

这种变形测量在本构方程中得到了广泛的应用，如下一小节介绍的超弹性 Neo-

Hookean 模型。 

4.2.2 超弹性模型 

 目前，大量的研究者已经开发出了丰富的超弹性的本构模型，并且已经很好

的模拟了橡胶，水凝胶等材料的力学响应[39, 40]。本章考虑一类由 Neo-Hookean 模

型描述的各向同性弹性体。在不考虑损伤的情况下，自由能密度表示为： 

 0 ( ) [tr[ ] 3] [( 1)]
2

T J  




−= − + −F F F  (4.5) 

其中 2 / (1 )  = − [41]，是剪切模量， 表示泊松比。于是，我们可以得到如下

的第一 Piola-Kirchhoff (PK1) 应力张量 

 0 0 ( ) [ ]TJ   − −=  = −FP F F F  (4.6) 

以及第二 Piola-Kirchhoff (PK2) 应力张量 

 
1 1

0 0 ( )− − −=  = −S F P I J C  (4.7) 

为了方便程序中的 Voight 标记，基于公式 4.7 推导（一些重要公式在附录给出）

的切线模量给出为 

 1 1 1 1 1 12 [C C C C ] C CSE

il kj ik jl ij klJ J  − − − − − − − −
= = + +



S

C
 (4.8) 

注意，上述格式的推导是基于非破坏性材料。在引入相场损伤变量后，上述公式

均需乘以一个单调的退化函数，后面将给出。 

4.2.3 扩散裂纹的相场描述 

 

图 4.1 (a)含不连续边界的弹性体；(b) 扩散裂纹的相场近似。 

 

 相场思想的精髓是通过有限的扩散损伤带正则化尖锐的裂纹拓扑。让我们考
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虑将一个包含不连续边界的任意的弹性体 , ( 2,3)n n = 作为参考构型，其

表面被表示为 1n−  ，如图 4.1(a)所示。为了正则化不连续裂纹表面，一个时

间依赖的相场损伤变量 ( , ) [0,1]t X 被引入。与前面章节类似， 0 = 表示完好材

料，而 1 = 代表裂纹，如图 4.1(b)所示。根据变分相场理论，裂纹表面能可以近

似为： 

 ( ) d ( , )dc cG A G A  
 

  =     (4.9) 

其中， cG 是材料的断裂能， 是裂纹表面能密度。注意， 的表达式并不是唯一

的，在本章节中，我们考虑采用第二章所给出的 AT1 和 AT2 两种具有代表性的

格式[13, 42]。 

 以往的实验表明，小部分能量在裂纹尖端以声发射或热的形式耗散[43-45]。为

此，在总的势能泛函中引入了一个耗散项： 

 

2

0

 
   

( , ) ( ) ( )d ( , )d ( ) d
2

( d d )

c

total potential
strain energy crack surfacce energy dissipation

external

g V G V V
t

V A

 
     

  

 


 = +  +



−  + 

  

 

u F

b u t u

 (4.10) 

其中， 2( )=(1- )g k  + 是退化函数，其描述的是由于裂纹演化而引起的弹性能的

衰减[46, 47]。b  和 t 分别是体积和牵引力矢量。 

4.2.4 控制方程 

 通过对总的能量泛函进行变分运算，可以导出大变形下裂纹的相场描述的

强形式的控制方程为 

 
2

0 0

0

Div[ ]

[ ] 2(1 )cG
l

l
    

 + =



−  + = −


P b 0

 (4.11) 

以及边界条件 

 
            on 

0          on 

N



 = 

  = 

P n t

n
 (4.12) 

注意，在上述控制方程中引入了粘性正则化，从而得到了一个速率依赖的裂纹扩

展模型[41, 48]。不过，一般的速率无关的模型可以很容易的被恢复通过设置 0 = 。 

控制方程中涉及损伤的 PK1 应力可以表示为 

 
2((1 ) ) [ ]Tk J   − −= − + −P F F  (4.13) 

 通常，裂纹被认为是无法愈合的（除了一些特殊的凝胶[49, 50]）。为此，我们

强制执行 0
t





以满足裂纹的不可逆性。此外，一个如下的非负耗散项 



第 4 章 有限形变断裂相场的光滑有限元建模 

71 

 

 2= ( ) 0
2

d
t

 



 

  (4.14) 

也显式的满足热力学一致性条件[46, 51]。值得一提的是，引入耗散项还可以稳定数

值计算。 

 

4.3 光滑有限元理论方面 

 在本节中，我们简要介绍了 S-FEM 的基本概念，即应变(梯度)平滑技术[19]。

针对不同类型的光滑域，提出了若干具有不同特征的 S-FEM 族模型。在这些模

型中，一个非常突出的 ES-FEM 被用来离散大变形断裂的相场模型控制方程。 

4.3.1 应变光滑技术 

 在标准的 FEM 中，完整的求解域被分割为一组单元 e 。通过位移场在单

元水平上的梯度计算出相容应变场。整体刚度矩阵利用单元进行组装。然而，在

S-FEM 中，求解域被分割成一系列不重叠的光滑域 ( 1,2,... )s

k sdk N = ，其中 sdN

是光滑域的总数，相应地，在光滑域 s

k 中的材料点 s

sdX 的光滑应变被定义为 

 ( ) ( )d
h

s h s

k sd k sd


=  − ε X ε X X  (4.15) 

其中， h
ε 是相容应变张量， ( )s

k sd −X X 是光滑函数，其满足 

 ( ) and ( )d 1
s
k

s s

k sd k sd


 −  −  =X X X X  (4.16) 

为了简单起见，如下格式的 Heaviside 型函数被采用 

 
1/ ,

( )
0,

s

k ks

k sd s

k

A 
 − = 



X
X X

X
 (4.17) 

这里， d
s
k

s

k kA


=  是所构造的平滑域 s

k 的面积(体积)。 

 根据 Gauss 散度定理，可将公式 4.15 转换为 

 
1

( ) ( )d
s
k

s h

k k

kA 
= ε n X u X  (4.18) 

其中， s s

k k =  ， s

kn 是由边界 s

k 上的外法向量分量组成的矩阵，其二维格式写

为： 

 

0

0

s

kx

s s

k ky

s s

ky kx

n

n

n n

 
 

=  
 
 

n  (4.19) 

其中， s

kxn 和 
s

kyn 是边界 s

k 单位外法向量矢量分别在 x, y 轴上的投影。通过应变
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平滑操作，消除了 S-FEM 中的传统的梯度运算。 

4.3.2 ES-FEM 的构造 

 

图 4.2 基于三节点线性三角形单元的 ES-FEM 中的光滑域示意图。 

 

ES-FEM 是最受欢迎的一种 S-FEM[25]。在该框架中，基于元素的边缘构造平

滑域，如图 4.2 所示。初始网格使用三节点线性三角形元素(T3)生成，同时生成

一组单元边。接下来的任务是识别边是内部边还是边界边。以一个内部边 s

k 为

例，其由两个相邻的单元支撑。将边缘的两个节点与支撑单元的质心连接，形成

四边形的光滑域，如图 4.2中的红色区域所示。而对于只有一个支撑单元的边界，

其光滑域为三角形，如图 4.2 中绿色区域所覆盖。 

基于上述方案，可得 ES-FEM 的平滑域面积为 

 
1

1
d

3

k

s
k

N
s e

k i

i

A A


=

=  =   (4.20) 

其中， e

iA   和 kN 分别是光滑域支撑单元的面积和数量。对于目前使用的 ES-

FEM-T3 模型，光滑的 IB 矩阵可以直接写出为 

 
1

1 1

3

kN
e e

I i is
ik

A
A =

 
=  

 
B B  (4.21) 

这里的 e

iB 是标准的应变-位移矩阵。 

4.3.3 自适应网格方案 

考虑到裂纹扩展路径的局部属性，断裂的相场建模是自适应网格算法的一个绝佳

的应用场景[34, 38, 52]。针对 ES-FEM 与 PFM 的耦合，提出了一种高效的多级自适
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应网格策略，其主要步骤如图 4.3 所示。初始几何是由单元级别记为 0 的三角形

单元离散。在计算开始之前，我们定义单元细化准则 0.25 = 以及最大的单元细

化级别 LR 。然后，所有满足条件的三角形单元被平分成两个较小的三角形单元。

当精细网格质量较差时，将执行基于最优 Delaunay 三角剖分的精细网格平滑方

案[53]。重复上述操作，直到达到指定的细化级别。此外，单元级别的存储基于图

4.3 (a)所示的二叉树表，且相邻单元的级别相差不超过 1。与之对应的多级细化

的网格配置如图 4.3 (b)-(d)所示。值得注意的是，细化网格可以重新粗化，具体

细节见第二章节。网格细化完成后，我们将旧的节点数据，如单元连接性、位移

场以及相场映射到当前网格节点。基于一个更新算法，重新生成边缘连接性、支

撑单元等 ES-FEM 数据。本文提出的自适应网格的优异性能将在数值算例部分

得到验证。 

 

 

图 4.3 所提出的自适应网格细划策略的主要步骤。 

 

4.4 数值实施 

4.4.1 伽辽金弱形式 

对于 ES-FEM，其弱形式的形成与常规有限元法一致。利用标准伽辽金加权

余量法和分部积分法，可将式 4.11 给出的控制方程的弱形式表示为 
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P u b u t u u

 (4.22) 

这里，u  和 是试函数。 u  和  分别是位移和相场允许的试空间。其遵循 

 
 

 

0|  on 

| 0 on 

u

C

 

 

 = = 


= = 

u u 0
 (4.23) 

4.4.2 线性化 

 方程 4.22 是一组非线性的耦合方程，我们首先将其线性化，建立其牛顿-拉

普森迭代格式，如下所示 

 
 







  
        
  + =            
 
  

u u

u

R R

Ru u 0

RR R 0

u

 (4.24) 

这里， uR 和 R 是残余矢量，其定义为 

 
0 0

0 0

0

0 0 0 0

0

: d d d   

-2(1- ) d d    

N

c
c

V V A

G
V G l V

l


  

     

  

 

=  −  − 

 
= +   + + 

 

  

 

u
R P u b u t u

R
 (4.25) 

考虑到能量泛函的非凸性 ( , ) u ，方程 4.24 的 monolithic 求解的稳定性无法保

证[41, 48]。因此，我们采用 Miehe 等人[47]开发一种稳定的 staggered 算法，方程 4.26

可以重新写为 

 






 + = 


  + =
 

u
u

R
u R 0

u

R
R 0

 (4.26) 

其中，方向导数 




= =

 

u
RR

0
u

。需要注意的是，上式的求解需要采用较小的加

载增量以保证精度。 

4.4.3 基于 ES-FEM 的离散化 

 如前所述，我们使用的是 T3 单元进行空间离散化。位移场u，相场 以及其
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梯度在 FEM 框架下可以表示为 

 
1 1 1 1

,    ,   = ,     
m m m m

i i i i i i i i

i i i i

N    
= = = =

= =  =  =   u u
u N u ε u B u B  (4.27) 

以及 

 

,

,

,y

,y

,y ,

0
0

,   0 ,     
0

i x

i xi

i i i i

ii

i i x

N
NN

N
NN

N N

=

 
    

= =     
    

 

u u
N B B  (4.28) 

其中， iN 是 T3 单元的形函数, m 是单元节点总数。相反地，在 ES-FEM 框架下，

所有的梯度矩阵如 i

u
B  和 i


B  按照公式 4.21 进行光滑操作，并以上标 (  ) 进

行区分，比如 i


B 。 

 对于所引入的时间依赖的耗散项，利用向后欧拉差分格式得到 

 1n n

t

 
 + −
=


 (4.29) 

这里， n 代表时间 nt 时的相场值， t 是时间步长。 

 将方程 4.27-29 代入方程 4.26，则可以得到 

 


 

 = −

 = −

u

uuK u f

K f
 (4.30) 

其中，光滑的刚度矩阵 uu
K 和 K 可以导出为 
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此外，光滑的梯度矩阵给出如下 

 

1 11 1 21
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B 0

B 0

0 B

0 B

 (4.34) 

其中光滑的形变梯度定义为 
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F I H I u u

B
 (4.35) 

在存在相场损伤的情况下，将切线模量(式 4.8)乘以退化函数 ( )g  ，可得 

 
2 1 1 1 1 1 1((1 ) )[ [C C C C ] C C ]il kj ik jl ij klk J J   − − − − − − − −= − + + +  (4.36) 

其中，Cij 是光滑的右柯西-格林应变矩阵，其表达式为 

 T T= + +  +C H H H H I  (4.37) 

出现在方程 4.31 中的S定义为 

 
 

=  
 

S 0
S

0 S
 (4.38) 

在这里，合并了相场损伤变量的 PK2 应力S导出为 

 
2 1((1 ) ) ( )k J   − −− + −= CIS  (4.39) 

类似于刚度矩阵的建立，我们推导了 ES-FEM 框架下的残余矢量 
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其中 
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22

12

S

S

S

 
 

=  
 
 

S  (4.41) 

4.4.4 不可逆约束 

 裂纹通常被认为是无法愈合的。因此，研究人员提出了许多强制裂纹不可逆

性的方法[35, 47, 54]。其中，在当前的模拟中采用了一种名为激活集的方法[48]。根据

 的正负，将与相场变量计算有关的方程分解为一个激活集  = 0i   及其

补集 ' 。因此，我们只需要求解一个基于激活集缩减的方程组，即 

 ' ' ' '

1( ) ( )  − = − K f  (4.42) 

与此同时，在每一个牛顿迭代直接设置 0 = 。以上操作会被反复执行直到集

合 0i   为空。 

4.4.5 求解流程 

本章所提出的大变形断裂相场模拟的 ES-FEM 方案完全在 MATLAB 2018a
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中实现。为节省计算资源，我们采用了自适应的网格细化和自适应时间步策略。

为清晰起见，在算法 1 中总结了主要的求解步骤。 

 

 

4.5 数值算例 

 在本节中，我们通过四个典型的算例（已经有文献或实验报道的结果）来验

证所提出的方法 (ES-FEM&APFM) 的优良性能: (i)具有可变长度缺口的双边拉

伸试样；(ii)含有中心裂纹的平板在受拉情况下发生断裂；(iii)含孔板的裂纹扩展；

(四)含界面超弹性材料的裂纹偏转。顺便说一下，示例 (i) 使用 AT2 相场模型，

而其余的算例使用 AT1 相场模型。为了可信度考虑，我们的模拟结果也与以往

的实验和模拟结果进行了比较。 

 

Algorithm 1 

1. 利用 T3 单元生成初始 FEM 网格， 0LevelE = 。  

2. 在初始有限元网格的基础上得到 ES-FEM 数据。 

3. 初始化位移场 0u  相场 0  在时间 0t 。 

4. 执行一个 staggered 迭代策略在时间步 1[ , ]n nt t + : 

   4.1. 初始化容差 1tol = 。 

   4.2. 当容差满足: 410tol − , 运行： 

4.2.1.组装光滑的刚度矩阵 1 1,i i



+ +

uu
K K   以及残余矢量 , u

f f   基于光滑

域。 

      4.2.2.基于方程 4.30 以及输入的 nu 和 n ，求解 1

1

i

n

+

+u 和 1

1

i

n
+

+ 。 

      4.2.3. 更新容差通过 

 
1 1

0 0

max ,
i i

tol





+ +
  

=  
  

u

u

f f

f f
 (4.43) 

   4.3. 输出当前时间步的 1n+u  和 1n + 。 

5. 对节点的相场值满足 0.25i  的 T3 单元进行网格细化。 

6. 将旧的单元节点数据映射到新的单元节点。 

7. 自适应的调整时间步长 t 以及加载步长根据 1n n + − 的变化 (具体算法见 

[48] )。 

8. 推进到下一个时间不并重复操作 4-7。 

9. 数据可视化。 
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4.5.1 具有可变长度缺口的双边拉伸试样 

 

 
图 4.4 双边缺口试样的几何和边界条件示意图。 

 

这个算例来自于 Hocine 等人的实验[41, 55]，目前已经被当作一个基准测试。

几何形状和边界条件符合实验设置，如图 4.4 所示。利用几何对称性，仅考虑四

分之一的计算域（ 40 mm 100 mm ）。初始的裂纹长度 ia 是可变的，其值分别取

 12,16,20,24,28ia = 。对于 Neo-Hookean 模型（方程 4.5），必要的材料参数设置

为 20.612 N/mm =  , 0.45 = ， 7.5 N/mmcG = 。所采用的正则化参数设置为

0 1 mml = 。相应地，临近裂纹路径的有效网格尺寸被设置为 0 / 8fh l 。得益于自

适应网格算法，初始阶段单元总数只有 3092 个，随着裂纹的扩展最终达到 18532

个。出于数值稳定性考虑，引入了一个非零的粘度系数 31 10 −=  以及自适应的

时间和加载步长，相应的算法可以参考 Loew 等人的工作[48]。图 4.5 展示了预裂

纹 16 mmia = 的试样在五个不同载荷状态的裂纹演化以及相应的自适应网格。为

了可视化大变形下的裂纹张开轮廓，相场 0.8  的等高线所覆盖的单元被从当

前构型中删除。从裂纹萌生到最终的完全断裂，我们的模拟结果与文献所报道的

非常相似。一个值得注意的事实是，所提出的自适应 ES-FEM 可以显著提高计算

效率，从图 4.5(f) - (g)可以看出来。在目前的测试中，它比标准的 ES-FEM 大约

快 20 倍。此外，我们还记录了加载阶段不同预裂长度的荷载-位移曲线，如图 4.6

中实线所示。显然，仿真结果与文献中提取的实验测量值吻合较好（图 4.6 中虚

线所示）。 
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图 4.5 预裂纹长度 16 mm
i

a = 双边拉伸试样在载荷分别为 25.0000 mmu = ，

56.0000 mmu =  , 58.2610 mmu =  , 58.2614 mmu =  , 58.2616 mmu = 的裂纹

演化规律及其自适应网格。 

 

 

图 4.6 五种不同切口长度为 12,16, 20, 24, 28 mm
i

a = 的拉伸试样的力-位移曲线仿真结果与

实验对比。 
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4.5.2 包含中心裂纹的平板断裂 

 

图 4.7 包含中心裂纹拉伸试验的平板的初始几何形状和边界条件示意图(尺寸为 mm)。 

 

在该测试中，初始几何形状和边界条件根据基准确定[33, 41]，如图 4.8 所示。

同样地，出于对称性，只有四分之一的试样参与了计算。由垂直位移控制的载荷

增量随相场的增量而自适应地调整。为了与 Kumar 等人[2]的结果进行比较，我们

将本构模型（方程 4.5）调整为 

 

2
/

0 ( ) [tr[ ] 3] [( 1)]
2

T J  
 −= − + −


F F F  (4.44) 

其中材料参数被设置为  
25 N/mm =   ， 27.5 N/mm = 。临界断裂能 cG 为

3 N/mm，正则化参数设置为 0 0.01 mml = 。 

 

 

图 4.8 在不同加载位移时含中心裂纹板拉伸试验的裂纹形态及其对应的自适应网格。 
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与前面的例子一样，我们也采用了自适应 ES-FEM 算法。从裂纹萌生到完全

断 裂 的 三 种 不 同 变 形 状 态 下 的 （ 0.2600 mmu =  , 0.4680 mmu =  ,

0.4736 mmu = ）裂纹形态及其相应的自适应网格如图 4.8 所示。从直观上看，

裂纹模式几乎与文献中的相同。出于综合考虑，得出的力 -位移曲线  (ES-

FEM&APFM 标记) 与文献进行了比较。如图 4.9 所示，两条曲线的匹配总体是

令人满意的，弹性阶段的差异可能来自于 ES-FEM 的刚度相比 FEM 较软。值得

一提的是，在相同的网格情况下，标准有限元法收敛缓慢且不稳定。然而， ES-

FEM&APFM 并没有遇到这个问题。 

 

 

图 4.9 含中心裂纹板拉伸实验的载荷-位移曲线。 

4.5.3 含孔板的裂纹扩展测试 

 

图 4.10 (a)含孔板拉伸测试的初始几何形状和边界条件的说明(尺寸 mm)；(b)初始构型下的

最终裂纹模式。 

 

这个算例涉及大变形下由两个偏心孔偏转的曲线裂纹的传播。初始几何形状

和所施加的边界条件在图 4.10(a)中给出。在初始构型背景下，最终的裂纹模式如

图 4.10(b)所示。在约束左侧边缘的同时，我们在右侧边缘上施加自适应的水平位
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移载荷。我们假设材料参数为 20.28 N/mm =  , 0.45 =  , 1.4 N/mmcG =  ,

31 10 −=   以及 0 0.5 mml = 。自适应网格被采用以提高计算效率，其中精细的

网格尺度约为 0 / 5fh l= 。注意，在本例中我们没有设置一个显式的预裂纹。随着

所施加的恒定位移增量加载的累积，孔洞周围的应力超过阈值 c 后，裂纹随即

开始产生，如图 4.11(a)所示。之后，我们施加一个自我调节的缓慢加载，直到完

全断裂。图 4.11(b)-(e)中显示了几种不同变形状态下裂纹图形的快照。此外,图 4.11 

(f)-(j)给出了相应自适应网格的演化过程，清晰地展示了算法的有效性。本例的

裂纹扩展模式与 Miehe 等人的极为相似[56]，比如最终的三段破碎。 

 

 

图 4.11 含孔板在加载分别为 17.5000 mmu =  , 17.6050 mmu =  , 17.6057 mmu =  , 

27.1451 mmu = , 31.1287 mmu = 时的裂纹模式快照和相应的自适应网格。 

4.5.4 含界面的超弹性材料的裂纹偏转 

 本试验旨在研究弱界面对超弹性材料(如橡胶和水凝胶)裂纹扩展的偏转效

应[57, 58]。首先，我们考虑一个宽度为 24 mm，高度为 120 mm 的矩形条带，如图

4.12(a)所示。在样本的中间高度，从左侧边缘切出一个长度为 12 mm 的水平缺

口。上下边缘施加对称的位移载荷。在水平位置的对称中心，一个 0.8 mm 宽的

弱界面被创建通过指定 / 10bulk interface

c cG G  基于自适应的网格细化。这里的 bulk

cG  

和 
interface

cG 分别表示体和弱界面的临界断裂能。该测试中必要的材料参数设置为 
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20.035 N/mm = ， 0.45 = ， 0.034 N/mmbulk

cG = ， =0.0017 N/mminterface

cG ， 

31 10 −=   以及 0 0.2 mml = 。图 4.12(b)为三种不同加载阶段的断裂形态。正如

所观察到的，裂纹没有直接穿透界面，取而代之的是在弱界面处发生裂纹偏转。

有趣的是，这个结果与图 4.12(c)所示的实验照片吻合得很好，这一结果有力的证

实了相场以及所采用的 ES-FEM 方法的有效性。此外，一些没有在这里给出的

模拟结果表明，裂纹穿透与偏转很大程度上依赖于 /bulk interface

c cG G 的值，不过，我

们不打算在这里展开这个问题。 

 

 

图 4.12 含界面的超弹性材料的裂纹偏转。(a)初始几何形状和边界条件；(b)三个不同变形阶

段的裂纹形态；(c)双层橡胶界面断裂的实验快照。 

4.6 小结 

本章的工作首次在 ES-FEM 框架中构造了大变形断裂的相场模型。PFM 所

具有的独特性质赋予了其在模拟断裂方面无与伦比的优势。ES-FEM 是通过将

FEM 和无网格概念结合在一起而开发的，具有高精度和对单元畸变不敏感的特

性。当前的工作将 PFM 与 ES-FEM 结合在一起，这为在大变形下的断裂建模提

供了一种新颖的方法。但是，PFM 通常需要精细的网格划分才能正确识别裂纹

轨迹，并且 ES-FEM 的刚度矩阵的带宽大于常规 FEM 的带宽。因此，尽管这两

种方法的组合相比现有的方案精度更高，收敛更快以及更加稳健，但其被证实是

计算苛刻的。因此，我们提出了一种用于 ES-FEM 和 PFM 耦合的多级自适应网

格方案。此外，我们还概述了所提出方法（ES-FEM&APFM）的具体数值实现，

其有效性已通过几个有代表性的数值示例得到了验证。特别是，通过我们的方法

首次再现了在类橡胶固体中的弱界面阻挠裂纹扩展的实验。在后续的工作中，我

们将对弱界面对大变形时裂纹穿透与偏转的竞争的影响进行深入研究。 
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4.7 附录  

本节我们给出一些连续介质中常用的张量推导: 

四阶单位张量 和 定义为： 

 ,  ,  T
A = : A A = : A  (4.45) 

其中 A 为任意二阶张量，其中的四阶张量 和 也可以写为： 

 
=

=

ik jl i j k l i j i j

il jk i j k l i j j i

 

 

=    =   

=    =   

e e e e e e e e

e e e e e e e e
 (4.46) 

一个二阶张量的偏分量可以写为： 

 ( )
1 1

dev : :
3 3

 
= − = −  

 
A A I A I I I A  (4.47) 

定义一个四阶投影张量 ，式 4.49 改写为： 

 dev :=A A  (4.48) 

其中 

 
1

3
= − I I  (4.49) 

在推导四阶弹性张量时，一些常用的矩阵求导格式： 

 
det

det T−
=



A
AA

A
 (4.50) 

 ( )
1

1 1 1 11

2
ik lj il kjA A A A

−
− − − −

= − +


A

A
 (4.51) 

 

2tr tr( )
,  2 ,  T 

= =
 

A A
I A

A A
 (4.52) 

 
tr tr

: :
 

= =
 

A A
B B B

A A
 (4.53) 

 
:

: :
  

= +
  

A B B A
A B

C C C
 (4.54) 

 考虑一个张量 C 的谱分解为： 

 
3

a a a

a

= C n n  (4.55) 

那么 

 
3 3 1

,  ( ),  
2( )

a a
a a b a b b a

a b aa a b

 

 

 
=  =   + 

  −
 n n n n n n n

C n
 (4.56) 
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第 5 章 快速断裂中动力学失稳的相场模拟 

5.1 引言 

快速断裂中高速移动的裂纹由于其动力学多样性，几十年来引起了人们极大

的研究兴趣[1-5]。当裂纹速度达到一个 Vmb ~ 0.4 VR 临界值（瑞利波速，VR），直裂

纹首先发生微分支失稳，其特征是在断口处出现受挫的裂纹分枝[6-8]。超过阈值

Vmb 后，动态裂纹将进入一个双稳态区域，其中单个或多个裂纹可以持续存在[9]。

通过变薄试样来抑制微分支失稳的发生后，在非常大的背景应变下，单个裂纹可

以加速接近其理论极限。然而，在一个更高的临界速度 Vos ~ 0.9 VC (剪切波速, VC)，

一个新的有趣的具有二维属性的裂纹振荡不稳定性开始出现[10-12]。如果背景应变

进一步增大，与以往低速分岔形成鲜明对比的超高速尖峰分裂不稳定性将在振荡

裂纹状态之后或之前出现[13]。鉴于如此丰富的动力学行为，弄清其内在规律对基

础和应用研究具有双重意义。 

 迄今为止，在简单裂纹运动的研究方面已经取得了相当大的进展，其中最完

备的就是经典的线性弹性断裂力学(LEFM) [14-16]。LEFM 本质上是一个无标度理

论。该理论不考虑裂纹尖端（“进展区”）具有复杂耗散或非线性变形的小尺度区

域[17]。然而，最近的实验表明，这种补充尺度对裂纹动力学有显著的影响，特别

是对不稳定裂纹[9]。因此，一旦一个简单的裂纹状态失去稳定性，例如微分支或

振荡，LEFM 就不再有效。可以肯定的是，一个完备的动态裂纹理论框架应该至

少包含这个固有的尺度。一个经过验证的弱非线性理论，吸收了非线性长度尺度

nl 正是为此而生[18, 19]。然而，这个理论本身并不能预测裂纹的路径。前面章节

提到的一类相场模型(PFM) [20-23]，由于其不需要对尖锐裂纹表面进行跟踪，在处

理裂纹分叉等复杂裂纹方面具有良好的应用前景[24, 25]。 

 关于断裂相场的研究基本上涵盖了各种力学响应的材料[26-29]，证明了相场法

的普适性是毋庸置疑的。然而，据我们所知，几乎所有关于含非线性变形的断裂

相场建模的报道都局限于准静态。至少在力学领域，有关相场建模与非线性弹性

动力学耦合的研究还非常匮乏。物理学界在这方面已经取得了一些突破，陈和他

的同事们[13, 30]提出了一种改进的基于物理的 PFM 来填补这一空白。使用大尺度

有限差分模拟（高达 710 的节点），他们首次再现了实验中观察到的裂纹振荡不稳

定性。尽管如此，他们展示的模拟结果显然会导致繁重的计算工作。 

 本章的研究致力于完成超弹性材料断裂中高速裂纹不稳定性的相场建模。我

们的经验证实，将脆性断裂下表现优异的力学基相场模型直接扩展到非线性动态

断裂是不可行的。受最近基于物理学界的 PFM 的启发[30]，一种基于 Griffith 理
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论的新型动态 PFM 由能量守恒导出。但是，我们的模拟表明，该模型需要特殊

技巧来解决大变形快速断裂中的网格畸变[31]。为此，我们开发了一种关键的自适

应变形网格去除方案（ADMR）。此外，我们实现了性能出色的多级混合自适应

网格算法，以加快计算速度。概述了通过有限元方法（FEM）进行的详细数值实

现。之后，通过两个准静态断裂基准来验证模型和内部代码的可靠性。利用新模

型和算法的优势，成功地再现了基于经典力学模型的能力之外的超高速裂纹振荡

和尖端分裂不稳定性，这与实验观察结果十分吻合[10, 13]。此外，我们还简要探讨

了新模型与常规模型之间的差异。 

 本章的其余部分组织如下。第 5.2 节为非线性变形系统中速度相关的动态相

场模型的能量守恒奠定了坚实的理论基础。根据变分原理导出了强形式的控制方

程。在第 5.3 节中，我们概述了使用 FEM 的详细数值实现。其中的关键算法以

伪代码的形式进行了说明。5.4 节旨在通过之前报道的两次准静态断裂试验来验

证新模型和算法的可靠性。在第 5.5 节中，我们使用预应变断裂配置对所提出的

模型和传统模型进行了对比研究。最后，5.6 节总结了本文的主要结论。 

5.2 大变形动态相场模型 

5.2.1 扩散裂纹的相场近似 

 
图 5.1 (a) 含内部边界的弹性体的初始构型；(b) 当前构型的裂纹相场近似。 

 

断裂相场建模的关键思想是在有界扩散损伤带内正则化尖锐的裂纹拓扑结

构。让我们考虑一个初始构型为  ( 2,3)n n = 由表面 1n−  包围的超弹性

体，如图 5.1(a)所示。在形变过程中，内部的不连续表面被正则化，通过引入

一个辅助的相场损伤变量 ( , ) [0,1]t X ，如图 5.1(b)所示。初始构型中的材料点

X被映射到当前构型中的一个新的位置 x 通过 ( , )t=x X 。于是，形变梯度张量

可以写为 

 ( , )t= = +X XF χ X I u  (5.1) 
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于是，格林应变张量被定义为 

 
1

( )
2

T
E = F F - I  (5.2) 

其中 I 是一个二阶单位张量，u 代表位移场。 

 正如我们前面章节描述的，在变分相场理论的框架下， 0 = 表示材料的完

好状态， 1 = 表示完全损伤的材料状态。裂纹表面能被正则化通过 

 ( ) d ( , )dl c cG A G V   
 

 =     (5.3) 

从而绕过了繁琐的不连续曲面积分[23]。这里， cG 是材料的临界能量释放率， 是

裂纹表面密度函数。在第二章中我们提到，此类函数一个有代表性的格式可以表

示如下[32, 33] 

 
1

2

0
0

0

1 ( )
( , ) | |     ( )

4
w

w

w
l c w d

c l


     

 
 = +  = 

 
，  (5.4) 

其中， 0l 是一个正则化长度尺度，依赖于固有的材料特征长度 chl 。特别的，我们

考虑如下的 AT1 格式[34] 

 2

0

0

3
( , ) | |

8
l

l


   

 
 = +  

 
 (5.5) 

该模型的特征是可以预测一个无损伤的线弹性阶段。 

5.2.2 动态断裂的非保守拉格朗日构造 

非线性弹性材料如类橡胶聚合物的快速断裂是非保守的。复杂的耗散过程发

生在裂纹尖端附近，即裂纹扩展区。除了产生新的裂纹表面，少量的能量以热产

生的形式耗散。对于这样一个非保守系统(涉及耗散)，其动态演化遵循包含非保

守力的拉格朗日方程的一般形式，即 

 
*d L L

Q
dt q q q

  

  

 
− + = 

 
 (5.6) 

其中， = -L T 是拉格朗日算子，广义变量 ( , )q = u ，  是一个耗散泛函， *Q  代

表非保守力。以上各个组分的具体格式将在随后给出。 

⑴ 动能项 受到陈等人工作的启发[30]，我们考虑如下格式的动能 

 
0

0 ( )  d
2

f V





=  u u  (5.7) 

其中， 

 
2

( ) 1                             ( )

( ) (1 )               ( )

f M

f k P



 

=


= − +
 (5.8) 

因此，动能的改变率可以导出为 
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+  − 

  u u u u u  (5.9) 

其中， 0 是初始构型的材料密度，u是加速度。出于数值稳定的目的，一个非负

的数  (0 1)k k  被添加。值得注意的是，模型 P 所表示的动能并不是独立于相

场损伤变量的，这与以往的动态相场模型(模型 M)不同，并且在随后的研究中也

发现了上述两种模型的显著差异。 

⑵ 势能 从变分相场的观点来看，总的势能可以表示为储存的应变能和裂

纹表面能之和，即 

 
0

0 0

\
( , ) ( )d d

( ) ( )d ( , )d

c

c

V G A

g V G V

 

    

  

 

 = +

= + 

 

 

u F

F
 (5.10) 

其中，一个单调递减的函数 2( ) (1 )g k = − + 以及 [0,1]  被引入以控制储存能量

的衰减。对于超弹性材料，如聚丙烯酰胺凝胶，我们关注一个经过实验验证的平

面应力的 Neo-Hookean 能量泛函[3, 5] 

 2( ) [tr[ ] det( ) 3]
2

T
 −= + −F F F F  (5.11) 

于是，势能 ( , ) u 对 u,的变分可以写为 
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通过分部积分，式 5.12 可以重写为： 
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其中，PK1 应力定义为 

 2 2( )
( ) ((1 ) ) [ det( ) ]Tg k


   − −

= = − + −


F
P F F F

F
 (5.14) 

为了便于数值实施，我们也导出了 PK2 应力 

 
1 2 2 1((1 ) ) ( )k J − − −=  = − + −S F P I C  (5.15) 

以及四阶弹性张量 
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C
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其中，右柯西-格林张量 T=C F F以及雅各比行列式 det( )J = F 。 

 ⑶ 耗散能 为了处理非保守问题，我们也引入了一个由于裂纹生长导致的粘

性耗散速率 ，其为 

 
0

21
d

2
V


=   (5.17) 

其中， 20 (unit: Nm s) −  是导致速率依赖的粘性系数。式 5.17 的引入不仅明确

满足了热力学第二定律，还提高了数值计算的鲁棒性。 

 ⑷ 外功率  

 一般情况下，外功率 ext 可以直接写为： 

 0 0d dext V A
 

=  +  b u t u  (5.18) 

其中， 0b  和 0t 分别是体力和牵引力矢量。式 5.18 的变分为 

 0 0d dext V A  
 

=  +  b u t u  (5.19) 

其对应于非保守力。 

5.2.3 控制方程 

考虑到u  和 的独立性，我们可以导出如下的平衡方程 
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以及 
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 (5.21) 

这可以推导出如下的控制方程 
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其中， ( )f  有几种可替代格式，不过，本章的工作只考虑方程 5.8 中的两种，即，

模型 P 和 M。 



第 5 章 快速断裂中动力学失稳的相场模拟 

94 

 

5.3 数值实施 

5.3.1 弱形式 

 方程 5.21 中给出的控制方程可以通过有限元方法 (FEM) 进行数值求解。按

照标准的伽辽金加权余量法，力学响应的控制方程的弱形式可以写为 

 0
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同样的，相场演化控制方程的弱形式可以导出为 
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这里，u和是试函数。 

考虑到后面例子中所涉及的准静态断裂问题，由公式 5.22 和 5.23 简化的相

应的弱形式为 
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其中函数 ( )f  在方程 5.24 中消失，意味着模型 P 和 M 在准静态条件下是完全一

致的。 

5.3.2 空间和时间离散 

 正如前面所提及的，经典的 FEM 被用于离散基本的场变量u ,  以及它们的

梯度在空间中，可以得到 

 
1 1 1 1
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m m m m
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i i i i
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以及 
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其中， iN 和 m 分别表示 T3/Q4 单元的形函数及其节点数量。 

 对于动力学问题所需的时间离散，一个显式的 velocity-Verlet 时间积分算法

[35]定义如下 
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其中，时间步长 t 由 CFL 条件限制[36]，定义为 

 min= /CFL Rt t h V    (5.29) 

其中， minh 为最小的单元尺度， RV 为材料的瑞利波速。注意， minh 可能会急剧减

小随着形变的加剧。为此，我们选择了一个相当小的时间增量，大约 0.01 CFLt 。

此外，对于耗散项，我们采取一个向后的欧拉差分方法 

 1n n

t

 
 + −
=


 (5.30) 

其中， 1 ( )n n  + 代表在时刻 1 ( )n nt t + 的损伤相场值。 

5.3.3 线性化 

 让我们从准静态情况开始。采用牛顿-拉普森方法来线性化方程 5.24，我们

可以得到 
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u
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 (5.31) 

结合上一小节所给出的离散化，残余矢量 
s

u
f 和 s

f 可以写为 
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其中的切线刚度矩阵 s

uu
K ,

s

uK ,
s

uK  和 
s

K 可以给出为 
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其中， XB 和 为梯度矩阵，其定义为： 
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注意，一般情况下，方程 5.30 的整体求解是一个棘手的任务, 因此，一个稳健的

的 staggered 算法被采用，其可以得到 
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s s
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uu uK u f
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 (5.35) 

得益于位移和相场的解耦，该策略在小的加载步情况下是非常稳定的。 

 对于存在非线性形变的动态断裂，运动方程的弱形式经过离散后可以写为 

 ext int ( , )= −Mu f f u  (5.36) 

其中，
0

0 ( ) dTf NN V 


= M 为一致性质量矩阵， extf 为外部力矢量。 int ( , )f u 为

内部力矢量，其可以显式的给出为 

  
0 0

1
int 0

( )
d dT n n

X

f
V N V

t

 



+

 

−
= +

  f B S u  (5.37) 

类似的，动态的损伤演化格式可以导出为 

   =K f  (5.38) 

其中，刚度矩阵为 
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残余矢量为 

 
0

0 0

1 0 1 0

0
1

3 3
2 ( )(1 ) d

4 8

( )
( )d d

2

T

n c n

n n

N G l l N V

f
N V N V

t

    

 

  

 
 



+ +


+
 

 
= − − − 

 


− − + 

 



 

f F B B

u u

 (5.40) 

5.3.4 不可逆约束 

 如前所述，断裂的不可逆性(非愈合性)是通过如下约束不等式来强制执行的 

 1= 0n n

t

 
 + −




 (5.41) 

为实现这个目的，一个名为激活集的方法被采用。按照相场增量  的正负，我

们将损伤演化控制方程分成一个激活集  | 0i =   及其补集  ' | 0i =   。

在每一个迭代步，我们只处理如下的缩减系统 

 ' ' ' '

1( ) ( )  − = − K f  (5.42) 

同时设置 =0 。激活集 将持续的更新直到全局约束完成。详细的操作流程
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如下伪码所示： 

5.3.5 多级混合自适应网格 

 由于裂纹传播路径的非全局性，自适应网格是一种受欢迎的方案。我们在有

限应变框架内毫不费力地实现了我们先前工作中提出的用于脆性断裂的多级混

合自适应网格策略。简而言之，该方法利用了单元级别取决于损坏变量的多级混

合元素来离散整个求解域，从而消除了悬挂节点并确保了裂纹尖端附近网格的高

度各向同性。几种代表性的准静态和动态断裂基准已经证明了所提出策略的优越

性能。具体算法可参考第二章。 

5.3.6 自适应畸变网格移除策略 

 

图 5.2 自适应变形网格去除方案的说明。 

 

在大变形条件下，采用有限元法对断裂进行相场建模容易出现网格畸变，特

别是动力学方面的快速断裂。为了从根本上解决这一问题，我们提出了一种新的

自适应畸变网格去除方案(ADMR)。这一思想源于相场变量所描述的裂纹路径总

Algorithm 1 激活集算法 

1. = ,
' =  

2. while 'min( ) 0   do 

3.   '( 0)=     

4.   
' \=  

5.   ' ' ' '

1 1 1 1( ) ( )n n n

  + + − + = − K f  

6.   0 =  

7. end 

8. 
1 1n n n  + += +  
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是在 e  处出现网格畸变。如图 5.2 (a) 所示，位于网格消除区域的单元被标记。

根据我们的经验， 0.98e  可以包含所有的畸变单元，在移除所有标记单元之后，

裂纹的张开轮廓被可视化为图 5.2 (b)。尽管该策略会造成轻微的质量损失，但是

其被证实可以成功的再现大变形的急速断裂，而且符合物理实际，即裂纹经过的

区域对体系没有贡献。此外，在我们的模拟种观测到的裂纹模式与实验匹配的相

当好。考虑到该方案在整个过程中的关键作用，Algorithm 2 给出了详细的流程。 

5.3.7 预应变断裂的求解流程 

本研究主要关注准静态和预应变动态断裂。前者是简单明了的，我们不打算

重申。至于预应变的动态断裂，其想法来源于之前的实验配置[37, 38]。我们首先拉

伸一个足够薄且完整的标本，直到达到想要的应变状态。在保持应变状态的情况

下，用锋利的刀片在一侧边缘中间形成切口。然后，种子裂纹迅速扩大，并以高

速传播，直到样品彻底破裂。从断裂的相场方法来看，类似于实验的思想可以通

过以下数学步骤来模拟。 

 

Algorithm 2  ADMR 算法 

1. 定义时间步 n , 时间间隔 in , 总的单元节点数m  

2. If / k (k 1,2,3...)in n = =  

3.   For element j  do 

4.     If 
1

1 m

i e

im
 

=

  

5.        删除 element j 的所有信息 

6.        重构 nNode , nElement , nu , nu , nu  以及 n  

7.     End if 

8.   End  

9. End if 

10. 重新识别边界单元和节点 

预应变断裂的相场途径 

1. 采用 T3 单元离散化，单元级别 0LevelE = 。 

2. 定义材料参数，积分参数，初始相场 0 , 位移场 0u 。 

3. 执行准静态加载直到指定的应变状态。 

4. 创建种子裂纹通过强制迪利克雷边界条件 1 = ; 

5. 初始化速度场 0u , 加速度场 0u 。  

6. 对于每一个时间步 1[ , ]n nt t + , 执行 
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5.4 准静态测试验证 

 在本小节中，我们首先重新测试了两个先前报道的准静态断裂问题，即非对

称的双边切口拉伸和多裂纹拉伸测试，以证明内部代码和算法的有效性。 

5.4.1 非对称双边缺口拉伸测试 

 

图 5.3 不对称双侧缺口拉伸试验。(a)初始几何和边界条件示意图；(b)力-位移曲线。 

6.1. 更新 2

1

1

2
n n n nt t+ = +  + u u u u 。 

6.2. while Res tol  do 

组装刚度矩阵 K  和残余矢量 f 。 

更新 1n +  根据算法 1。 

定义 

1i

i
Res





+

=
f

f
 以及 Euclidean 范数  。 

End 

6.3. 得到几种质量刚度矩阵 1n+M , 力矢量 1n+f 。 

6.4. 计算加速度 
1

1 1 1n n n

−

+ + +=u M f 。 

6.5. 更新速度 
1 1 1

1
( )

2
n n n nt+ + += +  +u u u u 。 

6.6. 运行自适应网格模块 (算法 2)。 

6.7. 运行 ADMR 模块 (算法 3)。 

6.8. 转换多级 T3 单元到 Q4 单元。 

6.9. 重新确定边界条件。 

7. 进入下一个时间步并重复流程 6 (6.1-6.9)。 

8. 数据处理以及可视化。 
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 在本例中，我们考虑了双侧不对称缺口的片状凝胶试样在 Mode-I 加载下的

准静态断裂。初始的几何和边界条件与文献报道一致[39]，如图 5.3(a)所示。参考

Fineberg 等人的工作，所需的材料参数被设置为 20.0352 N/mm =   以及

0.025 N/mmcG = 。由相场理论所引入的正则化参数被设置为 0 0.125 mml = ，其

约束网格尺度通过 0~ / 8h l 。出于数值稳定的考虑，粘度系数设置为 31 10 −=  ，

且自适应的加载步长也被采用。与之对应的位移-载荷曲线在图 5.3(b)给出。随后，

我们从 5.3 (b)中选择几个由点(a-j)表示的加载状态来显示其裂纹模式的快照。裂

纹张开轮廓的可视化技术通过消除当前构型中 0.8  的连续介质来实现。在经

过后处理之后，裂纹的形貌包含纯弹性相，裂纹萌生，生长以及最终的完全断裂

如图 5.4 所示。整个演化流程与毛等人[39]的报道非常相似。 

 

图 5.4 用相场变量的等值线图来描述带有裂纹张开轮廓的变形几何的快照。 

5.4.2 多裂纹拉伸测试 

 

图 5.5 (a) 多裂纹拉伸试验的初始几何形状和边界条件；(b) 本例的力-位移曲线。 
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该测试涉及多个裂纹的合并，其结构来自于以前的实验和 Loew 等人的模拟[40]。

图 5.5(a)展示了包含三个预断裂的初始几何形状和施加的边界条件。为了简单起

见，我们使用了与前面试验完全一致的本构模型和材料参数。正则化的参数被设

置为 0 0.25 mml = 。靠近裂纹路线的网格尺寸设置为 0 / 4l 。与上一个算例一样。

力-位移曲线如图 5.5(b)所示。随后，裂纹在加载 0.5 mmy = , 9.6463 mmy = , 

10.1593 mmy =  , 10.4206 mmy =  , 10.4301 mmy = 以及 10.4302 mmy = 状

态的形貌被展示在图 5.6 中，对应图 5.5(b)中的 a-f。首先，试样会经历无损伤的

纯弹性阶段，如图 5.6(a)，当加载达到 9.6463 mmy (点 b)，裂纹从边缘启动。

继续拉伸试样，裂纹逐渐融合并完全断裂。注意到，所采用的材料模型与实验并

不完全一样，从而导致了更大的形变。但是，整个裂纹的演化模式与实验和之前

的模拟符合的很好[40]。 

 

图 5.6 含多条裂纹板的拉伸测试的裂纹模式。 

5.5 动态断裂不稳定 

 在验证了算法和代码的可靠性之后，我们进一步研究了超弹性凝胶动态断裂

失稳的相场模型。在本小节中，给出了基于 M 模型和 P 模型的模拟结果，并与

实验结果进行了比较。 

5.5.1 预应变断裂配置 

 如前所述，本研究的重点是预应变凝胶的断裂，这已经在实验中得到了广泛

的研究。我们考虑一个完好的长 72mm，宽 36mm 的矩形板，如图 5.7(a)所示。

固定的位移载荷 y 被施加在上下边缘以保持系统总的应变能不变，如图 5.7(b)

所示。维持这一应变状态，一个 7.2 mm 的种子裂纹被创建通过强制节点相场值

为 1，然后动态断裂将被立即触发。根据前人的研究成果，选择凝胶的材料参数



第 5 章 快速断裂中动力学失稳的相场模拟 

102 

 

为 31290 Kg/m = , 
3168 10  Pa =  , 29.6 J/mcG = , 4

0 1.5 10  ml −=  。固有的剪切

波速为 / ~ 11.4 m/sSV  = 。值得注意的是，上述 ADMR 算法对于该仿真的顺

利实现是必不可少的。 

 

 

图 5.7 初始(a)和预应变状态(b)的几何示意图和边界条件。 

 

5.5.2 经典模型的失效 

 考虑到线性弹性断裂经典动态相场模型的优点[41, 42]，我们很自然地将其推

广到非线性系统，即第 5.2.1 小节的 M 模型。利用该模型以及上一小节给出的材

料参数，我们进行了一系列的预应变状态为 3.9%yy =  , 4.4%yy =  , 5%yy =  , 

and 5.6%yy = 的动态断裂。对于比较低的应变状态比如 3.9%yy = ，一个直的裂

纹传播路径被追踪到，在四个不连续渐近时刻的裂纹模式如图 5.8(a)所示。为了

显示裂纹的张开轮廓，当前构型下网格满足相场值 0.5  的部分被隐藏[30]。随着

预拉伸背景应变的逐渐增大，简单的直裂纹失稳，如图 5.8(b)所示。一条简单的

直裂纹几乎对称地分成两支，其预应变为 5.6%yy = 。这种现象在超弹性凝胶的

断裂中并不罕见。然而，不幸的是，在实验中观察到的理想的裂纹振荡不稳定性

不能在任何预应变状态下再现[9]。 

 

图 5.8 由经典模型所计算的在预应变分别为 3.9%
yy

 = (a)和 5.6%
yy

 = (b)的裂纹模式。 
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经过许多徒劳的努力，我们对模型 M 在非线性弹性框架下处理动态断裂的

能力表示怀疑。为了查明真相，我们通过跟踪相场轮廓 0.5 = 的推进来测量裂纹

的扩展速度。基于非均匀自适应网格，通过简单的 MATLAB 代码实现了相场轮

廓的二维散点插值。裂纹尖端在一个时间步长[ 1,n nt t +  ]的移动距离可以通过
2 2

1 1( ) ( )n n n nl x x y y+ + = − + − 计算，从而裂纹的传播速度可以表示为 

 
1

C

n n

l
V

t t+


=

−
 (5.43) 

为使计算结果具有可比性，用剪切波速 SV 对断裂速度进行归一化，如图 5.9 所示。

裂纹速度总是先经历一个短暂的加速度，然后进入一个平台。随着预应变加载的

增加，裂纹扩展速度平台略有抬升。而瞬态裂纹扩展速度峰值约为0.63 SV ，远低

于实验测得0.9 SV 。考虑到基于模型 M 的预测与实验测量之间的严重冲突，我

们推测经典的动态断裂模型不能用于非线性系统的断裂预测。同时，对经典的动

态断裂模型的修正也迫在眉睫。 

 

图 5.9 在四个不同应变状态的正则化的裂纹传播速度 /
C S

V V 。 

5.5.3 基于模型 P 的急速断裂预测 

此处使用的新型动态相场模型（Model P）是为弥补经典 Model M 在非线性

系统中的缺点而开发的。在采用与上一节相同的几何构型和材料参数的情况下，

我们使用基于 Model P 的动态相场模型重新研究了预应变快速断裂。通过控制预

拉伸强度，可以顺利地再现实验中观察到的一些有趣现象，例如裂纹振荡和尖端

劈裂。 

(1)直裂纹传播 我们试探性的从预应变 5.6%yy = 开始，一系列的裂纹演化

图，如图 5.10(a)的底部所示。与图 5.8(b)中的 Model M 形成鲜明对比，新颖的

Model P 在相同的条件下却预测了一条简单的直裂纹。裂纹尖端的轮廓最初是抛

物线状的，随着裂纹的扩展，逐渐转变为“蝌蚪状”的形状。有趣的是，这种独特
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的断裂形态与 Bouchbinder 等人[9]的实验照片极其相似(见图 5.10 (a)顶部)。在现

有研究中，这种现象可归因于动态裂纹传播与边界波反射的相互作用。为了与模

型 M 进行定量比较，计算归一化的裂纹速度 /C SV V 并将其绘制在图 5.10 (b)。如

图所示，存储的应变能驱动种子裂纹以极高的加速度开始。随着加速度的快速衰

减，裂纹速度趋于稳定在0.88 SV 左右。此稳定速度大大超过了模型 M 所给定的

速度0.63 SV ，并且更接近无限大介质的速度[43]。 

 

 
图 5.10 (a) 在预应变 5.6%yy = 的相场和实验观察值的裂纹模式的比较；(b)由相场所预测

的正则化的裂纹速度。 

 

(2) 裂纹的振荡失稳 以简单的直裂纹模拟为基础，我们在更高的预应变状

态下 6.7%yy = 重新执行相同的模拟。从而，捕获了期望中的裂纹振动不稳定性，

并且其时间序列照片在图 5.11 (a) 给出。在动态断裂触发后，我们随即看到具有

抛物线形裂纹尖端轮廓的简单直裂纹的扩展。与低应变的情况不同，单个直裂纹

并不能长时间存在，很快正弦路径振荡开始出现，其振荡幅度随裂纹传播略有增

加。考虑到基于能量最小化原理的纯粹自发路径选择，这种有限波长的振荡不稳

定特别令人着迷。在初始构型下，其振荡特性甚至更加明显（参见图 5.11 (a) 的

顶部）。为了进行比较分析，从文献中调用了一系列有关裂纹振荡不稳定性的实

验照片，并将其放在图 5.11 (b) 中。很明显，基于模型 P 的相场模型描绘的裂纹

轮廓与实际情况非常相似[10, 30]，而这对于经典模型 M 来说是无法实现的。但是，

请注意，仅凭这一证据还不足以得出模型 P 是完全可靠的结论。 

如 Fineberg 等人[9]在实验中所发现的，当裂纹速度超过时0.9 SV ，直裂纹开始失

稳并以正弦路径振荡。有鉴于此，我们通过跟踪相场轮廓的发展来计算归一化的

裂纹扩展速度，如图 5.12 所示。与应变状态 5.6%yy = 相比，由于存储的能量更

多，裂纹能够以更大的加速度启动，从而使裂纹速度最终达到更高的平台（超过

0.9 SV ）。通过精确地定位裂纹尖端的位置，我们可以确定裂纹振荡不稳定性对
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应的裂纹速度为 0.92 onset SV V ，非常接近于实验测量。一旦振荡不稳定激活后，

裂纹速度立即开始波动，这也得到了实验的证实[9]。至此，我们有足够的证据可

以证明，在非线性弹性断裂的背景下，新颖的模型 P 比经典的动态相场模型（模

型 M）更真实。 

 

 
图 5.11 (a) 在预应变断裂下的相场（a）和实验观察（b）的裂纹模式的比较。 

 

 
图 5.12 预应变为 6.7%

yy
 = 的正则化的裂纹速度 /

C S
V V 。 

 

(3)高速裂纹分叉 在前两小节中，裂纹扩展的驱动力，即裂纹前单位面积的储存

应变能通过增加预应变而增强，导致裂纹的直-振荡过渡。因此，如果我们进一步

提高驱动力，会不会出现裂纹分岔? 为了找到答案，我们进行了一系列的模拟，

前提是只有预应变是可改变的。稍微增加预应变到 6.9 %yy = ，一个期待中的尖

端分裂失稳跟随裂纹振荡出现，如图 5.13(a) 所示。在裂纹分叉后，振荡失稳随

之消失。进一步增加预应变，比如 8.2 %yy = ，直裂纹直接发生劈裂先于振荡失

稳，如图 5.13(b)所示。然而，尽管目前只观察到少量的痕迹，但随着分支裂纹的
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生长，路径振荡显示出重新出现的迹象。令人欣慰的是，类似的现象不仅在实验

中被观察到，Lubomirsky 等人[13]还使用基于物理的相场模型重现了这一现象。 

 
图 5.13 (a) 裂纹路径由振荡向分叉的转变在应变为 6.9%yy = 时。(b) 裂纹分叉先于振荡在

预应变为 8.2%yy = 。 

 

 
图 5.14 正则化的裂纹速度 /C SV V 在预应变分别为 6.9%yy = 和 8.2%yy = 时。 

 

在图 5.14 中，对应图 5.13 裂纹模式的正则化的裂纹速度被给出。临界的裂纹尖

端劈裂速度高达0.96 SV ，轻微超过裂纹振荡速度 0.92 SV 。这种分岔失稳打破了

原有的能量平衡，导致单个分枝的能量通量瞬间衰减，裂纹速度迅速下降。在此

之后，随着裂纹速度的增加，会逐渐建立新的平衡，并可能再次触发振荡或尖裂

失稳。表面上看，裂纹失稳与速度密切相关，但本质上取决于裂纹的驱动力。 

5.5.4 两种模型的差异 

仿真结果表明，经典的 M 模型在非线性断裂系统中不再适用，而物理基模型 P

的预测结果与实验空前的符合。为了解释这个问题，我们回顾 Eq. 8，这是两个

模型之间差异的来源。一般来说，波速取决于材料参数，比如剪切波速 /SV  = 。 



第 5 章 快速断裂中动力学失稳的相场模拟 

107 

 

由于相场损伤导致刚度退化，由模型 M 预测的剪切波速可以评估为

( ) 0 0/M

SV f   = ，这与真实的情况并不一致[30]。相反地，更加真实的模型 P

预测 ( ) ( )( )0 0 0 0/ /P

SV f f     = = ，独立于损伤变量。注意，裂纹的扩展

需要远端介质的能量通过弹性波传输到尖端。因此，波速将不可避免地限制裂纹

速度。对于模型 M，由于波速的损失，其极限裂纹速度远远低于理论极限。裂纹

尖端的能量积累不能通过加速裂纹来释放，导致裂纹尖端的分裂。而对于模式 P，

由于其恒定的波速特性，超高速裂纹振动和分岔可以顺利地再现。 

5.6 小结 

基于非保守的拉格朗日方程，我们在非线性变形的框架下推导了一种新型的

动态相场模型，称为模型 P。模型 P 的独特波速不变性使其具有模拟超弹性材料

快速断裂的卓越能力。然而，识别断裂路径所需的超细网格以及非线性弹性断裂

中涉及的极端变形对于数值实现而言是艰巨的任务。因此，在保证足够好的网格

需求的同时，调用已开发的 ha-PFM 来节省计算开销。此外，我们还发展了一种

新的自适应变形网格移除算法，从根本上解决了变形网格对大变形断裂中数值稳

定性的破坏。包含关键算法的详细数值程序在显式动力学的背景下进行了概述，

其可靠性通过两个准静态断裂基准进行了验证。利用预应变断裂构型，实验中观

察到的有趣的超高速裂纹振荡和裂纹尖端分裂不稳定性被新的 P 模型成功地再

现。相反，经典的基于力学的动态相场模型 M 遇到故障，表明它不适用于非线

性断裂系统。经过比较分析，我们得出的结论是，模型 M 的失败源于由于相场

损伤而引起的波速的非物理衰减。最后，我们要强调的是，这项研究的重点是二

维断裂，其中微分支的生长受到抑制。在随后的工作中，使用所提出的模型 P 研

究具有固有 3D 性质的微分支不稳定性将是潜在的研究兴趣。 
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第 6 章 聚合物非牛顿流体的数值研究 

6.1 引言 

 关于非牛顿流体力学的研究最早可以追溯到 1940 年代末到 1950 年代初，由

流变学界的先驱 Rivlin[1]，Oldroyd[2]和 Lodge[3]等人所开创。早期的工作侧重于

通过精确解析以及采用扰动方法来处理有序流体，这适用于较小 Deborah 数的

流动。虽然这些方法在聚合物加工以及其他现实问题中很少使用，但是其为后来

的数值技术提供了一片沃土[4-7]。在 1960 年代末和 1970 年代初，研究者们见证

了非牛顿流数值模拟的工作如雨后春笋般冒出。最初，大量的工作集中在常微分

方程的数值解，这是由用于低 Deborah 数流动的微扰方法所引起的。与此相关的

是 Walters and Waters[8]，Griffiths[9, 10]以及 Davies[11]等人的工作。自 1970 年代初

以来，关于非牛顿流问题数值解的文献呈爆炸性增长。大量的数值算法，复杂且

精致的本构模型被提出以模拟非牛顿流体的奇异流变行为。在最近几十年，非牛

顿流体的数值模拟方面的相关研究已经取得了相当大的进展，其已经发展为一个

独立的学科-计算流变学 [12]。然而，一些长期存在的挑战仍然有待解决，比如高

Weissenberg 数问题(HWNP) [13-16], 熔体破裂[17, 18]，动力学失稳[19, 20]等。 

在塑料工业生产中，聚合物通常处于粘弹性的熔体状态。其作为广阔的非牛

顿流体家族中的一个重要成员，相关的流变学研究是非常丰富的[7, 21-23]。然而，

考虑到涉及复杂聚合物流体的实验既昂贵又耗时，中断生产线操作以进行流变测

量所涉及的成本可能高得令人望而却步。因此，近年来数值模拟已经成为研究聚

合物熔体/流体加工的一个关键手段[12]。本章，我们将基于目前应用广泛的有限

单元法建立聚合物非牛顿流体数值计算的基本框架。已经发展良好的不同类型的

本构模型包括广义牛顿和粘弹性模型被简单概述。此外，对一些关键的数值策略，

比如离散化与积分算法，稳定化算法，大变形网格重划分技术等基于具体的聚合

物薄膜流延问题进行了一些推导。 

6.2 基本平衡方程 

 在解决聚合物加工中的流动和传热问题时，我们必须满足质量、力或动量守

恒和能量守恒[24, 25]。基于基本的守恒定律，我们将导出三个基本方程：连续性方

程 (质量守恒方程)，运动方程 (动力守恒方程)，以及能量方程。 

6.2.1 连续性方程 

质量守恒要求占据体积 ( )V t 的流体单元的质量变化率为零。这样我们可以写



第 6 章 聚合物非牛顿流体的数值研究 

112 

 

出： 

 
( )

0
V t

d
dV

dt
 =  (6.1) 

基于 Reynolds 输运定理，方程 6.1 可以写为 

 
( )

0
V t

D
dV

Dt




 
+  = 

 
 v  (6.2) 

由于方程 6.2 对于任意封闭体积 V 都成立，于是，我们可以导出 

 0
D

Dt


+  =v  (6.3) 

考虑体积不可压缩流体，即， 0
D

Dt


= ，从而方程 6.3 可以简化为： 

 0 =v  (6.4) 

6.2.2 运动方程 

 

图 6.1 流体微元及其表面力分布。 

 

考虑图 6.1 所示的体积微元V ( )x y z   ，其力平衡方程 ( 0V → )在 x 坐

标方向可以写为： 

 
yxx xx zx

x

Dv
g

Dt x y z

 
 

 
= + + +

  
 (6.5) 

对于其三维情况，我们可以直接给出： 

 

iji
i

j

Dv
g

Dt x

D

Dt


 

  


= +


=  +
v

g

 (6.6) 

其中， ( )
D

Dt t


= + 


v v
v v 为速度矢量的物质导数。 

 此外，在流体中，我们通常将总应力 ij 分解为偏应力 ij 以及流体静压力 H 。
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其中 H p = − ，因此总应力可以写为： 

 ij ij ijp  = − +  (6.7) 

将方程 6.7 代入方程 6.6，可以导出动量平衡方程为 

 
D

p
Dt

 = − + +
v

τ g  (6.8) 

6.2.3 能量守恒方程 

 对一个系统来说，我们以 e 和 q 分别表示单位质量的内能和单位面积的热

流矢量，基于能量守恒可以得到[24] 

 
2

( ) ( ) ( ) ( )

1
( )

2V t V t S t S t

d
e dV dV dS dS

dt
 
 

+ =  +   −  
 

   v b v n σ v n q  (6.9) 

依照傅里叶热传导定律，我们可以用温度 T 的梯度来表示 q 

 k T= − q  (6.10) 

其中，k 是流体的热导率。利用 Reynolds 输运定理可以导出 

 : ( )
De

k T
Dt

 =  + σ v  (6.11) 

同样，对于不可压缩流体，其能量方程可以表达为： 

 : ( )p

DT
C k T

Dt
 =  + σ v  (6.12) 

其中， pC 表示比热容。 

6.3 非牛顿流体的本构模型 

 在上一小节给出的基本方程的求解还需要补充一个本构方程。对于非牛顿流

体来说，主要考虑两类本构模型：广义牛顿流体模型 (GNF) 以及粘弹性模型（积

分粘弹性和微分粘弹性）。 

6.3.1 广义牛顿模型 

 广义牛顿流体本质上是牛顿流体的非线性扩展[21]， 即其表观粘度是剪切速

率的函数。对于一个广义牛顿流体，其本构模型可以写为 

 2=τ D  (6.13) 

 其中是剪切粘度，其是局部剪切速率 和温度 T 的函数。局部剪切速率可

以定义为 

 
22tr( ) = D  (6.14) 



第 6 章 聚合物非牛顿流体的数值研究 

114 

 

这里，D 为形变率张量 (见第一章)，定义为 

 
1

( )
2

T=  +D v v  (6.15) 

 对于不同 GNF 模型，其区别就在于对应变速率以及温度的不同的依赖关

系。我们首先考虑依赖剪切速率的粘度定律，常用的模型有幂律模型 (Power Law) 

[26]，Bird-Carreau 模型[27]，Cross 模型[28]等。下面我们将给出这几个模型的具体

表达式。 

(1) 幂律模型 

幂律模型是由 Ostwald [26]和 de Wael [29]所提出的一个简单的模型，其可以比

较精确的描述剪切变稀行为，但是无法描述低剪切速率行为。该模型可以写为： 

 ( )
1n

K 
−

=  (6.16) 

其中，K 为稠度指数，为松弛时间，n 为流动特性指数，其依赖于材料属性。

一般来说， 1n  为剪切变稀流体， 1n = 为牛顿流体， 1n  表示剪切增稠流体。 

(2) Bird-Carreau 模型 

当需要描述流体在低剪切速率下的流动行为时，通常使用 Bird-Carreau [27, 30]

以及后面会提到的 Cross 模型[28]。基于该模型的粘度依赖关系可以写为： 

 ( )
1

2 2
0 (1 )

n

     
−

 = + − +  (6.17) 

其中，为极限剪切粘度， 0 表示在零剪切速率时的粘度。需要指出的是该模型

通常用于食品，饮料以及血液流动问题。 

(3) Cross 模型 

由 Cross 等人[28]提出的一种非牛顿流体模型，其粘度依赖可以表示为： 

 
0

1 ( )m





=

+
 (6.18) 

其中， 0 为零剪切粘度，m 表示 Cross 模型指数。Cross 模型也通常用于描述非

牛顿流体在低剪切速率的流动行为。 

 以上三种模型都是描述粘度的剪切速率依赖关系。如果考虑非等温的流动问

题，粘度的温度依赖性必须被考虑，那么最终的粘度可以表示为 

 0( ) ( )H T  =  (6.19) 

其中，H(T) 表示粘度的温度依赖方程， 0 ( )  表示在参考温度T 的粘度方程。根

据关注的温度区间不同，H(T)的格式也有几种不同的选择。 

在较高的温度区间，如 100gT T + ℃，一般选择 Arrhenius 方程[31]，其表达

式定义为： 

 
0 0

1 1
( ) exp aE

H T
R T T T T

  
= −  

− −  
 (6.20) 
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其中 aE 表示活化能, R 为气体常数, 0T  为绝对零度，T 为参考温度。 

当所考虑的温度 100g gT T T  + ℃，粘度的 WLF 温度依赖定义为[32]： 

 ( )( ) 1 1

2 2

( ) ( )
ln r a a

r a a

c T T c T T
H T

c T T c T T

− −
= −

+ − + −
 (6.21) 

其中， 1c 和 2c 均为 WLF 常数， rT 和 aT 为参考温度。对于较大范围的温度描述，

尤其是在玻璃化转变温度附近，通常可以选择 WLF 方程。 

6.3.2 粘弹性模型 

 上一小节所展示的 GNF 模型无法描述与正应力和应力松弛有关的粘弹性现

象，比如典型的由法向应力差引起的聚合物的挤出胀大。因此，要想更真实的模

拟聚合物的流变性质，粘弹性模型是一个更好的选择[12]。根据本构方程的形式，

粘弹性模型可以分为微分粘弹性模型以及积分粘弹性模型两大类。 

(1) 微分粘弹性模型 

常用的微分粘弹性模型有 Maxwell, Oldroyd-B[2], PTT[33, 34], Giesekus[35], 

FENE-P [36], POM-POM [37]等。在开始介绍这些模型之前，我们先给出一些相关

的理论基础。 

 对于粘弹性流动，总的偏应力张量 τ一般被分解为粘弹性组分 1τ 和纯粘性组

分 2τ ，即 

 1 2= +τ τ τ  (6.22) 

其中， 1τ 的计算基于所用的粘弹性本构模型， 2τ 定义为 

 2 22=τ D  (6.23) 

这里， 2 是纯粘性系数。 

 此外，我们直接给出在本构方程中常用的客观导数： 

 
1 1(1 )

2 2t

  



 

= + −
τ

τ τ  (6.24) 

在这里，参数 0 2  ， 1



τ 为粘弹性分量的下随体导数，其定义为： 

 1
1 1 1

TD

Dt



= +  + 
τ

τ τ v v τ  (6.25) 

相应地，上随体导数 1



τ 表示为： 

 1
1 1 1

TD

Dt



= −  − 
τ

τ τ v v τ  (6.26) 

① Upper-Convected Maxwell (UCM) 模型 
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UCM 是最简单的粘弹性本构模型，其特征为常粘度以及二次的第一法向应

力差 1N ，鉴于其简单的流变特性，只有当有关流体的信息很少，或当定性预测是

足够的情况下才被推荐使用。对于该模型，粘弹性应力分量 1τ 的计算通过 

 1 1 12 


+ =τ τ D  (6.27) 

需要注意的是，在 UCM 模型中，纯粘性组分为 0。 

 ② Oldroyd-B 模型 

 Oldroyd-B 模型[2]的粘弹性组分同样通过式 6.26 计算。但是，与 UCM 模型

不同的是，纯粘性组分 2τ 被考虑，这使得 Oldroyd-B 模型相比 UCM 具有更好的

数值稳定性。对于表现出较高的拉伸粘度的流动，Oldroyd-B 模型是一个不错的

选择。 

 ③ PTT 模型 

 PTT 模型[34]被认为是目前最真实的微分粘弹性本构模型之一，其在高剪切

速率下表现为剪切变稀属性以及非零的第一法向应力差。该模型定义为： 

 
1 1 1 1 1exp[ tr( )] [(1 ) ] 2

2 2p

  
 



 

+ − + =τ τ τ τ D  (6.28) 

其中，材料参数 和 分别控制剪切粘度和拉伸属性。该模型也是我们数值模拟

中主要采用的模型。 

 ④ Giesekus 模型 

 同样地，Giesekus 模型[35]也被认为是最真实的微分粘弹性本构模型之一，其

表达式为： 

 
1 1 1 1

1

1 2


 


 
+  + = 

 
τ τ τ D  (6.29) 

其中， 是材料参数。一个非零的 将预测一个有界的稳态拉伸粘度和剪切粘度。 

 ⑤ FENE-P 模型 

 上面所展示的四个模型本质上是 Oldroyd 族。而 FENE-P 模型是由分子理论

所导出的[36]。在最简单的描述中，分子被描述成哑铃，由非线性的弹簧连接两个

球。需要指出的是，这里的弹簧只允许有限伸长。该模型计算 1τ 通过一个构象张

量 A,其格式如下： 

 1
1 2 21 tr( ) / 3 1 1/L L





 
= − 

− − 

A I
τ

A
 (6.30) 

其中，张量 A 的计算通过： 

 
2 21 tr( ) / 3 1 1/L L




+ =
− −

A I
A

A
 (6.31) 

其中 L 是弹簧的最大伸长量且满足 
2(or ) 1L L  。 
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 ⑥ POM-POM 模型 

POM-POM 模型是由 McLeish 和 Larson [38]在 1998 年基于 Doi-Edwards 管

道理论所提出的一个粘弹性分子本构模型。该模型通过两个方程来描述拉伸和取

向，其分子背景使得该模型适合于描述枝化聚合物。迄今，该模型已经经历了一

系列的改进。Verbeeten等人[39]在原始模型基础上开发了一个 eXtended POM-POM 

(XPP)模型并成功的模拟了枝化聚合物熔体的流变行为。然而，XPP 模型的存在

着数值缺陷，为此，Clemeur 等人[40]又进一步开发一个 Double Convected POM-

POM (DCPP)模型。该模型计算 1τ 通过取向张量 S 和拉伸标量，其表达式定义

为： 

 
2

1 (3 )
1

G


=  −

−
τ S I  (6.32) 

其中取向张量 S 和拉伸标量分别满足 

   2

1
1 (1 ) 2 : 0

2 2 3

 
  

     
− + + − + − =        

I
S S D S S S  (6.33) 

以及 

 

2( 1)

( : ) ( 1) 0q

s s

D
e

Dt
 

−

−   +  − =u S  (6.34) 

在以上方程中，和 s 分别对应取向和拉伸机制的松弛时间。不过，DCPP 模型

仍然存在一些流变学的缺陷，Clemeur 和 Debbaut 等人[41]进一步对 DCPP 模型进

行了修正，称之为 MDCPP 模型，具体表达式可参考相关的文献。 

(2) 积分粘弹性本构模型 

前面提到的微分型本构模型通常采用多模态松弛时间来模拟聚合物熔体的

连续松弛时间谱。然而，在所有的唯象模型中，描述聚合物粘弹性流体最成功的

确是积分模型。实际上，由于聚合物熔体的记忆效应，基于分子理论导出的模型

通常都是积分型。目前应用比较多的是 KBKZ 模型[42]，Doi-Edwards 模型 [43, 44]

等。 

① KBKZ 模型 

通过引入一个阻尼函数，KBKZ 模型相比其他积分本构模型可以提供额外的

准确性[42]。该模型通过如下显式格式来计算粘弹性应力 1τ  

 1

1 1 22
10

1
exp ( , ) ( ) ( )

1

N
i

t t

i i i

s
H I I C t s C t s ds




  



−

=

 −
 = − + −   −  

τ  (6.35) 

其中， tC 为柯西-格林应变张量。 1 2,I I 定义为 

 
1

1 2tr( ),  tr( )t tI C I C−= =  (6.36) 

式 6.34 中 i 代表松弛模式， 控制法向应力差的比值，定义为： 
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 2

1 1

N

N




=

−
 (6.37) 

H 是阻尼函数。其具有几种不同的格式。比如，一个 PSM 模型定义 H 为 

 
3

H
I




=

+ −
 (6.38) 

 ② Doi-Edwards 模型 

 Doi-Edwards模型[44]预测了一个非零的第二法向应力差以及有限的稳定拉伸

粘度，在该模型框架下， 1τ 的计算通过： 

 
2

1

1 1 24 2
10

96 (2 1)
exp ( ) ( )t t

k

k s
C t s C t s ds



  

 
−

=

 − +
 =  − + −   

 
τ  (6.39) 

其中 

 
1

0.5

1 1 25 2( 3.25) 1I I
−

  = + + −   (6.40) 

 ( )
0.5

2 1 2 3.25I
−

 = − +  (6.41) 

在方程 6.38 中，k 代表松弛模式，s 是时间积分度量， 1 和 2 是 Doi-Edwards 模

型的标量不变量。 

 需要指出的是，尽管积分型本构模型具有流变描述的优势，但是其数值实施

是一个极大的挑战，因此，目前来说，微分型本构模型的应用更为广泛。 

6.4 数值实施案例 

 目前，非牛顿流体的数值计算已经取得了相当大的进展。为清晰起见，我们

将以聚合物加工中重要的粘弹性薄膜流延为实例介绍非牛顿流体的数值计算的

一系列关键技术。该案例涉及复杂的多物理场耦合求解，且相关的推导也是下一

章节的非等温流延稳定性分析的基础。 

6.4.1 控制方程-膜模型 

 

图 6.2 (a)薄膜流延的三维示意图。(b)对应的二维几何模型 (考虑对称性)。 

 

如图 6.2 (a) 所示，实际的薄膜流延是一个三维 (3D) 问题。但是，考虑到厚
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度尺度相比薄膜宽度和口模间距非常小，因此，一个二维的简化模型是可行的。

由于对称性，我们只需考虑一半的几何模型，如图 6.2 (b)。基于 Agassant 等人[45, 

46]提出的膜模型，在 6.2 节给出的流体的基本方程（质量，动量以及能量守恒）

可以在厚度平均的操作下导出如下的一系列二维的膜模型的控制方程[32, 40]： 

 

0

( 2 ) 0

2
( ) ( )

s

P e

e
e

t

e

T h
C T T T

t e






+ =


 + =
 
 +  = − −



v

τ D

v

 (6.42) 

这里 e 为薄膜的厚度， ( ( , ), ( , ))u x y v x y=v 是厚度平均的速度场，τ是总的额外应

力的粘弹性分量 (即上一节中 1τ )，相应地， 2 2 s=τ D。此外， 表示密度， PC

为比热容，T 为厚度平均地温度场， eT 为环境温度，h 为自然以及强制对流的传

热系数。 

 由于涉及自由表面，因此需要定义自由表面的运动方程： 

 
x y

w w
v v

t x

 
+ =

 
 (6.43) 

其中，w表示薄膜的半宽度（见图 6.2(b)）。而 xv 和 yv 分别表示 ,x y轴方向的速度

分量。 

 为了求解上述方程，我们还需要添加一个本构方程，著名的 PTT 本构模型

被采用，其方程给出如下[33, 34]： 

 exp[ tr( )] [(1 ) ] 2
2 2

P

p

  
 



 

+ − + =τ τ τ τ D  (6.44) 

其中随体导数的表达式参考公式 6.24 和 6.25。 

 在非等温条件下，还需要考虑温度对流变性质的影响，粘度和松弛时间的温

度依赖由 Arrhenius 方程来描述[31]，其定义为： 

 0= ( ) ( ),  ( ) ( )PT H T T H T     =   (6.45) 

 
0 0

1 1
( ) exp[ ( )]aE

H T
R T T T T

= −
− −

 (6.46) 

 在给出本构方程之后，我们指定该物理模型的具体的边界和初始条件（对称

性被考虑）： 

(a) 入口边界: 

  x inv v=   0yv =  , 0e e=  , 0w W=  , T T=  , 0=τ τ   在边界 1 ，在时刻 

0t  . 

 (b) 自由表面边界: 
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  0 =v n , 0 =σ n , 0 =q n  在边界 2 , 0t  .  

(c) 出口边界 

  x inv v Dr=  , 0yv = , 0 =q n  在边界 3 , 0t = . 

  (1 )x inv v Dr =   + , 0yv = , 0 =q n  在边界 3 , 0t  . 

(d) 对称边界: 

  0xy = , 0 =q n  在边界 4 , 0t  . 

其中，n 边界法向量, q 为热流密度，Dr 为薄膜拉伸比. 

6.4.2 稳定化算法 

(1) DEVSS 方法 

当采用一般格式的 Galerkin 离散的有限元进行数值计算时，上述控制方程存

在数值不稳定的问题。这种不稳定一般有两个来源：(1)动量方程缺少足够的椭圆

性；(2)本构方程的对流占优。为了解决第一个问题，Rajagopalan 等人[47]提出了

一个 elastic-viscous split-stress (EVSS) 方法。该方法在动量方程中引入了一个椭

圆算子从而提高了数值稳定性。但是，EVSS 方法需要修改控制方程涉及速度的

二阶导，这对于复杂的本构模型如 POM-POM 等是一个相当棘手的问题。为此，

Guenette 和 Fortin [48]介绍了一个离散 EVSS 方法 (DEVSS)，该方法在动量方程

中引入的椭圆项
0

2 2 P −D d，但是避免了 EVSS 方法中所需的应变率张量的客

观导数。凭借这一优势，该方法不再局限于简单的本构模型。 

 在 DEVSS 方法的框架下，式 6.41 中的动量方程被改写为： 

 
0

2 2( ) 0Pe  − + =D dτ  (6.47) 

其中，
1

( )
2

T=  +D v v 为形变率张量， 0 S P  = + ， P 为聚合物的粘度，其遵

循公式 6.44 的温度依赖性。此外，d被当作一个额外变量，且满足： 

 ( , ) 0− =E d D  (6.48) 

其中，符号 (.,.) 表示内积，E 为权函数，d 是形变率张量的离散近似。 

(2) SUPG/SU 算法 

为了处理本构方程中的对流项，Brooks 和 Hughes[49]开发一种 streamline-

upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) 算法。该方法将标准的 Galerkin 插值形函数 qN  

修改为： 

 q q

k
W N N= + 



v

v v
 (6.49) 

其中，k 依赖于单元尺寸。W 将作用于整个本构方程。此外，对于涉及自由表面



第 6 章 聚合物非牛顿流体的数值研究 

121 

 

的计算，应用 SUPG 算法也会改善数值计算的稳定性。 

 然而，在陡峭的应力边界层或接近奇异点时，SUPG 算法会产生振荡的应力

场。为了解决这个问题，Marchal 和 Crochet[50]提出了一个 SU 方法，在该方法中，

迎风项 q

k
N



v

v v
只施加在本构方程的对流项上。 

(3) DG 法 

可以替代 SUPG 或 SU 方法的是不连续的 Galerkin (DG) 或 Lesaint-Raviart 方

法[51]。该方法中，附加应力张量从一个单元间断地近似到下一个单元，其逆风稳

定给出如下： 

 

1

, exp[ tr( )] [(1 ) ] 2
2 2

: ( ) 0
in
e

q P

p

N
ext

q

e

N

N d

  
 



 

= 

 
+ − + −  

 

−  −  = 

τ τ τ τ D

u n τ τ

 (6.50) 

其中 n 是边界单元 e 的外法向矢量， in

e 为单元 e 的边界部分, ext
τ 为相邻迎风单

元的附加应力张量。在粘弹性背景下，该方法由 Fortin 等人[51]首次介绍。由于每

个单元在流入边界上的积分需要邻近迎风单元的应力信息，因此，DG 方法在标

准有限元代码中的实现相比 SUPG 格式要复杂得多。 

6.4.3 空间-时间离散化 

 在流延过程中，跟踪非线性动力学响应需要求解一个与时间依赖的流动。为

了从数值上解决这一问题，物理模型的空间-时间离散化是必要的。我们采用四

边形单元对计算域进行离散化。未知量 e , v , τ , d , T  以及 H (Arrhenius 因子)

依照拉格朗日基函数被离散 

 
1 1 1 1

1 1

,  ,  , ,  

,

n n m m
i i i i

q i q i b i b i

i i i i

n m
i i

q i b i

i i

e N e N N N

T N T H N H

= = = =

= =

= = = =

= =

   

 

v v τ τ d d

 (6.51) 

其中， 

 
2( ,..., ) ,    ( 1,2,3...9)1 n T

q q q qN N ,N N n= =  (6.52) 

和 

 
2( ,..., ) ,    ( 1,2,3,4)1 m T

b b b bN N ,N N m= =  (6.53) 

分别是二次和双线性形函数。指标 n 和 m 是单元节点总数，上标 T 表示转置。

引入 DEVSS/SUPG/SU 方法对控制方程进行离散化。通过分部积分，我们可以得
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到如下控制方程的弱形式： 

0 0

& & :

( ) 0

( 2 2 ) 2 2 ) 0

exp[ tr( )] [(1 ) ] 2 0
2 2

( ) 0

2
( ) ( )
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W e e d
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 (6.54) 

其中，W 为 SUPG 形函数(公式 6.48)。 

考虑到时间离散，目前已经发展起来的时间步进算法有显式欧拉法、隐式欧

拉法、Galerkin 法和 Crank-Nicolson 法等。在这里，我们讨论的控制方程格式如

下: 

 M(X)X + K(X)X + F(X) = 0  (6.55) 

其中，M是质量矩阵，K 表示刚度矩阵，F为等效的节点力矢量。X 表示未知节

点矢量，如e , v , τ , d , T  以及 H。 

 一阶导X 通过一阶离散近似为： 

 
n

-

t
=



n+1 nX X
X  (6.56) 

其中，上标 n 和 n+1 表示两个相邻的时间步。为了加速迭代，一个因子 被引入，

于是我们得到下面的格式： 

 1 1( (1 ) )n n n nt  + += + + −X X X X  (6.57) 

其中，0 1  。 的不同取值对应不同的方法。在我们的计算中， 1 = 对应隐

式欧拉法，其是无条件稳定的。在此背景下，方程 6.54 可以改写为： 

 
1 1

( ) ( )
( ( )) n n n

t t
+ ++ = −

 

M X M X
K X X X F  (6.58) 

6.4.4 线性化 

 方程组 6.53 中的弱形式是高度非线性的。要求解该方程组，我们需要对其

进行线性化。我们采用具备二次收敛的 Newton-Raphson 法： 
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i
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 = −



R
X R

X
 (6.59) 

其中 R 为残差矢量，上标 i 表示迭代次数。于是方程 6.57 可以重写为： 

 

1
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M
K X X R ,  (6.60) 

其中，  

 [ ]T=X e, v,τ,d,T,H   (6.61) 

以及 

 

[ , ]

[ , , , ]

[ , , , ]

xx xy yy zz

xx xy yy zz

u v

d d d d

   

 =


=


=

v

τ

d

  (6.62) 

是当前问题的未知矢量以及残差矢量为： 

 [ , , , , , ]T

e T H= v τ dR R R R R R R   (6.63) 

此外，按照标准的 FEM 方法，每个单元的质量矩阵可以表示为： 

 ( , , , , , )E E E E E E E

e T HM diag= v τ dM M M M M M   (6.64) 

式中： 

 

,  

,  

E

E E

E T E E E

e q E H

E T E T

b b E T P q q E

d

d C d 



 

=  = = =

=  = 



 

v d

τ

M WN M M M 0

M N N M N N
  (6.65) 

显然, 
E

M 是一个对角方阵, 其将在每一次迭代过程中更新。同样的，单元的刚

度矩阵可以表示为： 
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  (6.66) 

其中的子矩阵具体表达式为： 
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E

T T E E
q qE E E E T

ee ee q E

u v
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x y x y
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N N

K K W N   (6.67) 

 [ , ]E E E

e eu ev=
v

K K K  (6.68) 
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 公式 6.67-6.113 给出了刚度矩阵的表示式，而残差矢量 R 的表达式可以直接

由公式 6.54 写出，这里我们不再具体赘述。 

6.4.5 网格重划分 

 由于涉及自由表面，我们还需要对方程 6.43 进行求解，以更新薄膜的宽度。

采用 SUPG 加权余量法（避免自由表面的不光滑），方程 6.25 的弱形式可以写为： 

 ( )( ) 0E E

T

q

q q

Nk w
N N u v d

t x

 




+  + −  =

  
v

v v
 (6.114) 

在计算得到薄膜的宽度之后，我们需要对网格进行重划分以避免畸变。 

 

图 6.3 采用 Spines 方法进行网格重划分之前（a）以及重划分之后（b）。 

 

 目前已经发展出了多种不同的网格重划分算法，如 Spines 方法[46]，Euclidean

方法，Lagrangian 方法，elastic 方法等。结合我们所研究的问题，我们选择了比

较简单的 Spines 方法。在该方法中，网格沿着 Spines 重构，Spines 是一维排列
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的节点集合，需要给出其初始和最终位置。我们考虑一个 Spines 其末端为 x1 和

x2。根据 Sines 法则，内部网格节点 xi 的移动定义为： 

 
2 1

1 2

2 1 2 1

i i

i  
− −

= +
− −

x x x x
x x x

x x x x
 (6.115) 

基于该算法所进行的薄膜流延的网格重划分，如图 6.3 所示。 

6.4.6 求解流程与验证 

 尽管商业化有限元软件 POLYFLOW 可以进行稳态的薄膜流延的计算，但是

无法进行动力学稳定性分析。因此，我们基于 MATLAB 自主开发了一套非牛顿

流体多场有限元求解器（PolyLab），可以处理非牛顿流体的定常和非定常，以及

动力学失稳问题。为了与商业软件 POLYFLOW 进行结果对比，我们首先进行了

稳态的薄膜流延的模拟。由于该问题的强非线性，因此我们对薄膜的拉伸比采用

了渐近算法 (EVOL)，相关的介绍可以参考 POLYFLOW 的用户手册。整个的求

解流程如图 6.4 所示。 

 

 

图 6.4 以渐近算法实施的稳态薄膜流延算法流程图。 

 

在完全相同的计算参数和网格设置下，我们对比了商业软件与我们的程序
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PolyLab 的稳态薄膜流延的计算结果-速度、温度和厚度云图，如图 6.5 和 6.6 所

示。从图上可以直观的看出，我们的求解器计算的云图结果与商业软件结果基本

一致。此外，薄膜的缩幅经过计算分别为 3.1964 cm (POLYFLOW) 和 3.1922 cm 

(PolyLab)。因此，我们求解器的正确性和数值精度可以得到验证。 

 

 

图 6.5 ANSYS POLYFLOW 18.0 的薄膜流延的模拟结果。 

 

 

图 6.6 自主开发求解器 PolyLab 的稳态薄膜流延计算结果。 

6.5 小结 

 本章我们首先简单介绍了流体的三个基本守恒方程（N-S 方程），即连续性

方程，运动方程，以及能量守恒方程。讨论了一些常用的非牛顿流体的本构模型

包括广义牛顿以及更真实的粘弹性模型（微分粘弹性和积分粘弹性模型），以及

这些模型的一般使用说明。为了清楚的演示非牛顿流体的数值实施，我们以多物

理场耦合（流场，速度差，应力场，温度场等）的非等温聚合物薄膜流延为案例，

详细阐述了从膜模型控制方程的建立到时间空间离散的推导，非线性方程组的线

性化，以及包含自己表面的网格重划分的整个过程。此外，我们也给出了稳态计

算的基本操作流程，并展示了我们自主开发的求解器（我们称之为 PolyLab）与
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商业软件 ANSYS POLYFLOW 的结果对比，我们发现，它们在稳态下的结果吻

合的很好。基于该数值实施案例，我们采用自主开发的求解器进行了薄膜流延的

非线性稳定性分析 (商业软件无法实现的扰动非线性失稳)，分析了加工以及流

变参数对稳定性的影响，相关的结果与讨论将在下一章节给出。  
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第 7 章 非等温薄膜流延的非线性稳定性分析 

7.1  引言 

 挤出薄膜流延 (EFC) 是工业上重要的聚合物薄膜加工方法之一，聚合物熔

体在恒定温度下连续挤出，然后由牵引辊拉伸，在不同温度下吹入热风来控制热

流[1-4]。空气间隙，即从口模到第一个流延辊之间的区域（见图 6.2），是 EFC 的

研究重点[5-11]。在这一区域内，大量有趣的流动现象频繁发生，如缩颈现象、边

缘翘曲效应、拉伸共振不稳定等[12-15]，其对加工效率和最终成膜产品的均匀性有

显著影响。在空气间隙中出现的缩颈现象和边缘翘曲效应是很常见的。Doborth

和 Erwin[12]首先对它们进行了实验和理论研究。拉伸共振不稳定性是拉伸比接近

临界值时薄膜宽度和厚度的周期性振荡。它是最常见的不稳定现象之一，不仅在

薄膜流延中，而且在纤维纺丝和吹膜中也经常发生[16-21]。由于薄膜流延的关键问

题是如何在连续加工过程中保持薄膜产品的均匀性，因此必须深入了解薄膜流延

的非线性动力学和稳定性。 

 在已经报道的工作中应用的模型主要是牛顿模型或简单的粘弹性模型，例如

Maxwell 模型[22, 23]，它们用于模拟复杂的聚合物熔体来说是不够精确的。我们注

意到，粘弹性的 PTT 模型是最真实的流变模型之一，其已成功地应用于薄膜流

延的仿真。Shiromoto 等人[24]已采用多模态 PTT 模型来研究粘弹性对薄膜流延的

影响。他们的仿真结果与实验吻合得很好，证实了 PTT 模型的可靠性。值得一

提的是 Hyun 及其同事的工作[25-28]，他们首次采用了无量纲的 PTT 本构方程来进

行薄膜流延的稳定性分析。在他们的工作中，介绍了两组具有不同特性的聚合物，

即拉伸增稠材料（例如 LDPE）和拉伸变稀材料（如 HDPE），它们对加工条件的

敏感性不同。还详细讨论了 De，AR 和对流传热系数对薄膜流延稳定性的影响，

这表明 PTT模型能够在薄膜流延的不稳定模拟中体现出聚合物的粘弹性。最近，

一个名为 Pom-Pom的分子本构方程引起了人们的广泛关注。McLeish和Larson[29]

引入的原始Pom-Pom模型主要用于模拟长链支化聚合物熔体LDPE的流变行为。

基于一个扩展的 Pom-Pom（XPP）模型[30]，Pol[15]和 Mzatloukal 等人[31]研究了聚

合物链构象对流延膜缩颈现象的影响。但是，很遗憾，在文献中尚未报道使用诸

如 XPP 模型的分子本构模型对流延膜的稳定性进行分析。这可能是由于数值计

算的复杂性。 

 本章，我们对薄膜流延的稳定性以及动力学进行了全面而深入的探讨。考虑

到良好的性能和准确性，我们选择 PTT 模型来描述材料的流变行为。稳定化技

术（DEVSS，SUPG）首先被引入到二维薄膜模型中[32]，这被证明可以提高瞬态
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非等温膜流延数值算法的鲁棒性[33-36]。在较宽的参数空间中进一步研究了薄膜流

延的非线性动力学和稳定性。结果表明，加工参数（如 AR）对薄膜流延过程的

稳定性具有单调的影响。通过解耦 De，证实了挤出速率和松弛时间对流动稳定

性的影响是等效的。在缺乏相关研究的情况下，我们对拉伸流变行为，特别是单

轴拉伸粘度对 PTT 参数的敏感性进行了深入的研究。结合拉伸流变行为和稳定

性分析，我们发现单轴伸长粘度在薄膜流延稳定性中起主要作用，这也为冷却效

应对稳定性的影响提供了新的解释。 

7.2  材料参数 
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图 7.1 (a)储存(G')和损耗(G")模量在 200℃时的主曲线; (b)从 180 ~ 220℃的复数粘度
。 

 

为了获得更真实的材料参数输入(如松弛时间)，我们以一种等规聚丙烯(iPP)

材料为参考(由中国扬子石化公司提供)。其熔体流动指数为 2.9 g/10 min (200 oC, 

2.16 kg 加载)。利用 ARES-G2 (TA 仪器) 旋转流变仪，在 180 ~ 220℃ 不同的温

度下进行了小振幅振荡剪切 (SAOS) 测试，获得了 iPP 熔体的线性粘弹性特性。

在参考温度为 200℃时，熔体的储存模量 (G') 和损耗模量 (G") 如图 7.1(a)所示。

由 Cox-Merz 规则[37]得到的复数粘度如图 7.1(b)所示。模拟过程中采用的工艺条

件和材料参数值如表 1 所示。 

 

表 1. 当前模拟中所用的薄膜流延的加工条件以及材料参数。 

Parameters Values(unit) 

空气间隙, 0L   0.04 m 

半口模宽度, 0W  0.08 m 

口模间隙, 0e  0.002 m 

挤出速率, inv   0.002 m/s 

口模温度, T  473.15 K 
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二维的几何模型 ( 0 0L W ) 在第六章的图 6.2 给出。模拟中所用的终端松弛

时间 0 0.04 s = 由 G' 和 G''曲线交点对应的频率的倒数确定。关于传热系数 h 的

计算可以参考 Zavinska 等人的工作[3]。PTT 模型参数 和 采用 Lee 等人的设置

[38]。其余参数为 iPP 的基本材料参数。此外，有几点需要注意：首先，多模态模

型可以更准确地预测聚合物熔体的流变行为。但是，聚合物熔体的流动不稳定性

通常在大应变速率下发生，当采用较长的松弛时间模式时，现有的数值算法很容

易失败[39]。其次，由于拉伸特性在薄膜流延过程中起着主导作用，因此单模态的

PTT 模型就可以定性地预测拉伸行为。第三，对于与时间有关的流动问题，多模

式模型的计算成本非常高[40]。基于以上几点考虑，本文采用单模 PTT 模型，在

今后的工作中我们将采用多模态模型。 

7.3  模型 

7.3.1 数值模型 

 首先，我们仍然给出基本的控制方程： 
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环境温度, eT  293.15 K 

密度,    902
3Kg/m   

比热, PC   2900 J/(Kg K)   

活化能, aE   37 KJ/mol  

零剪切粘度, 0   8102 Pa s  

松弛时间, 0   0.04 s 

传热系数, h   10
2W/(m  K)   

PTT 模型参数,    0.015 

PTT 模型,    0.6 
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这里需要指出的是，关于方程 7.1的具体的求解以及数值推导可以参考上一章节。

这里我们只简单总结下相关的数值求解。首先，所有求解过程均在 MATLAB 中

实现，刚度组装采用稀疏并行格式，子程序编译为 C++动态链接库，从而大幅提

高了计算效率。在运动学方程中引入了 SUPG 算法，以追踪光滑变形的自由边界

[36]。本构方程中采用SU算法来处理对流占优的难题[41]。为了避免高Weissenberg

数时的数值失败，利用 DEVSS 算法在动量方程中引入了椭圆算子[33, 36]，这极大

了提高了数值稳定性。此外，具有二次收敛的牛顿-拉普森迭代被用于非线性方

程组的求解。考虑到瞬态问题，一个隐式 Euler 法被用于时间离散并充分考虑时

间步长和网格收敛性的影响。 

7.3.3 PTT 模型拉伸流变行为 

 拉伸流变性质，特别是单轴拉伸粘度( E )显著影响聚合物薄膜流延的稳定性。

然而，它们之间具体的关系目前仍然是不清楚的。因此，我们首先从本构模型上

探讨了材料参数对 E 的影响。在稳态单轴拉伸情况下， E 可以通过如下的式 7.2-

7.4 计算： 

 11 22( )E

 
 



−
=  (7.2) 

 ( ) 11 11 11 222 -1 + exp( ( +2 ))=2 p

p


       


 (7.3) 

 ( ) 22 22 11 221 + exp( ( +2 ))= - p

p


       


−  (7.4) 

其中偏应力分量 11 和 22 可以通过式 7.3 和 7.4 的不动点迭代求得，相关的算法

我们采用了 MATLAB 编程。图 7.2 (a) 和 (b) 首先描述了 E 对非线性材料参数

 和 的敏感性。随着 的增加，聚合物熔体的流变特性经历了从拉伸增稠到拉

伸变稀的演变过程。而拉伸增稠随着 的增加而逐渐减弱并延迟。实际上，在真

实的薄膜流延过程中，拉伸应变速率 ( ) 一般在 0 到 1100 s− 之间。根据我们的

模拟结果， 的最大值大约为 120 s− 。因此对于薄膜流延来说，图 7.2 中蓝色虚线

左侧是最有趣的区域。图 7.2(c) 表明在所感兴趣的区域内， 对 E 的影响比

更加显著。松弛时间 ( ) 对 E 的影响如图 7.2(d) 所示。显然，随着的增加，

-E  曲线向低 处平移。考虑到粘度和松弛时间对温度的依赖性，图 7.2(e) 表明

E 随着温度的降低而增加。 
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图 7.2. 由PTT模型描述的单轴拉伸粘度。(a) 参数 对 E 的影响。(b) 参数 对 E 的影响。

(c) 两个参数 和 对 E 的比较 (I:  = 0.5， =0.1；II： = 0.5， = 0.6；III： = 0.015,

  = 0.1；IV：  = 0.015，   = 0.6)。(d)松弛时间对 E 的影响。(e) 温度对 E 的影响 

( 7291.8 Pa.s
P

 = )。 

7.4  结果与讨论 

7.4.1 加工参数的影响 

当拉伸比 (Dr) 达到临界值 (Drc) 时发生的拉伸共振失稳被认为是流动不

稳定性发生的标志。我们跟踪在收卷点中心线处的薄膜宽度 ( w ) 和厚度( e ) 的

响应，以确定 Drc。在图 7.3 (a) 中，给出了三个逐渐增加的 Dr 的膜宽-时间曲
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线。所需参数根据表 I 进行设置，此外，对流传热系数 (h) 被设置为零，以便排

除薄膜冷却的影响。显然，对于高于 Drc 的 Dr = 32，膜宽度的初始扰动会随着

时间逐渐增大，并最终形成振幅恒定的持续周期振荡。当 Dr = 15 低于 Drc 时，

初始扰动表现为阻尼振荡，最终达到稳态。特别是，当 Dr 接近 Drc（约 24）时，

膜宽度的响应是简单的谐波振荡，表明不稳定性的开始（霍普夫分叉）。在图 4(b)

中，同时显示了短时间内膜厚度和宽度的周期性振荡。这两个状态变量具有固定

的相位差，并且具有 12.4 s 的相同周期。此外，根据非线性系统动力学的描述，

拉伸共振是典型的 Hopf 分岔现象，对应于周期性振荡失稳。对于 Dr ＝ 32，膜

的宽度和厚度的相空间轨迹在图 7.3 (c) 和 (d) 中给出。显然，相位图从焦点开

始顺时针增长，并最终形成极限环。 

 

 

图 7.3 拉伸比 Dr 对薄膜流延稳定性的影响。(a)不同 Dr 薄膜宽度的演化。(b)薄膜宽度和厚

度的振荡相位和周期。(c)薄膜宽度的相空间轨迹。(d)薄膜厚度的相空间轨迹 ( 0.015 =  ,

0.6 = , 0.002 m/s
in

v = , 
0

L L= , 
0

W W= )。 

 

 利用上述方法，我们首先研究了三种不同对流换热系数 0
2W/(m  K) ，10

2W/(m  K)，50
2W/(m  K)下冷却对流延稳定性的影响。后两个 h 值下的二维温度

场等值线图如图 7.4 所示。从模具到收卷辊，温度逐渐降低，模具与收卷辊之间

的温度降从 6.7 ºC 增加到 29.6 ºC 随着 h 从 10
2W/(m  K)  到 50

2W/(m  K)。这
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三种不同的对流换热系数对膜宽随时间的变化的影响规律如图 7.5(a)所示。显然，

h 值的增加显著降低了拉伸共振的幅度。注意到，Jae 等人[42, 43]研究了两种流体

流动稳定性的差异，即拉伸增稠 (当前模拟中 0.1   , 0.015 =  , 0.1 =  )和拉伸

变稀 (当前模拟中 0.2  , 0.5 = , 0.6 = )。为了进一步研究 h 对这两种流体

稳定性的影响，Drc 随 h 从 0 到 100
2W/(m  K)的演变如图 7.5(b)所示。从图上可

以看出，无论流体的拉伸流变特性如何，增加 h 都可以改善流动稳定性。有趣的

是，与拉伸变稀熔体相比，拉伸增稠熔体随着 h 的增加表现出更好的稳定性，特

别是当 h 大于 50
2W/(m  K)时。 

 

 

图 7.4 在 h = 10
2

W/(m  K) (a)和 h = 50
2

W/(m  K) (b)的二维温度场等值线图。 

 

 

图 7.5 (a)薄膜宽度在三个热交换系数的演化( 0.015 = , 0.6 = , 0.002 m/s
in

v = , 32Dr = , 

0
L L= , 

0
W W= )。(b)两种不同类型的流体(拉伸增稠和拉伸变稀) 的 Drc 随 h 的演化。 

 

 尽管之前已经有很多文献报道了 0 0/inDe v L= 对加工稳定性的影响[18, 42, 43]。

但是 inv 对薄膜稳定性的独立影响的研究仍然是缺乏的。将拉伸共振视为振荡不

稳定性，可以考虑哪些变量影响拉伸共振的振荡周期。显然，如图 7.5(a)所示，

h (冷却)对振荡周期几乎没有影响。为了回答上述问题， inv 对稳定性的影响被进
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一步研究。如图 7.6(a)所示，增加 inv 导致振荡周期的显著降低。比如，

0.002 m/sinv = 时周期为 12.4s, 而对于 0.008 m/sinv = 则降低至 2.8s。以前的一些

研究认为，在拉伸增稠流体中存在两个 Drc，分别命名为上 Drc 和下 Drc。但是，

在我们的模拟中，只观测到一个 Drc。如图 7.6(b)所示，对于拉伸增稠或拉伸变

稀流体的 Drc 在 inv  低于 0.007 m/s 时没有明显的区别。但是，当 inv 超过 0.007 

m/s 时，拉伸变稀的流体 Drc 逐渐衰减随着 inv 的增加。而对于拉伸增稠流体，其

Drc 急剧增加直到 inv 为 0.012 m/s。在此之后，继续增加 inv 将导致 Drc 的轻微下

降。 

 

 

图 7.6 (a)薄膜宽度随不同 inv 的演化： (I) 0.002 m/sinv = ； (II) 0.004 m/sinv = ； (III)

0.008 m/sinv = 。(b)两种不同流体的 Drc 随 inv 的演化((I) 拉伸增稠; (II) 拉伸变稀)。 

 

 纵横比 (AR) 定义为 0 0/AR L W= ，已经在之前的研究中被广泛的讨论[42, 43]。 

AR 对稳定性的影响通过改变空气间隙即 0L ，这很容易实现。图 7。7 给出了 (Drc, 

AR)的中性稳定曲线。在我们的模拟中，Drc 的两个峰值被观测到，这跟之前所

报道的仅在 AR = 1 有一个峰值不同[23, 43]。为了理解这一现象，本文介绍了 Kwon

等人[27]所定义的平面 (P)、过渡 (T) 和缩颈 (N) 三种变形。三种形变通过流动

方向和中心线的驻流时间 ( i ) 的比值来区分，其定义为： 

 

0

0

0
,

0
,1

1

1

L

x i

i L

x

dx
v

dx
v

 =




 (7.5) 

其中， ,1xv 表示中心线处的速度， ,x iv 为不同位置的沿流线方向的速度。三种形变

所对应的 i 为：P: 0.99 1i  ; T: 0.99i  ; N: 1i  。根据上述定义，卷取辊

处的膜宽分为三个区域 (P、T、N)，其宽度分别为 PW , TW  和 NW ，如图 7.8(a)

所示。这些形变对应的膜宽在收卷辊处所占的比值可以表示为： 
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 100%d
d

take up

W
Rdt

W −

=   (7.6) 

其中，下表 d 表示 P，T，N， take up P T NW W W W− = + + 为收卷辊处的膜宽。 

 

 

图 7.7 (Drc, AR)的中性稳定曲线 ( 0.002 m/s
in

v = , 0.015 = , 0.6 = , 0h =
2

W/(m  K) )。 

 

 

图 7.8 (a)在收卷点的薄膜宽度
take up

W
−

被分为三个形变区域(AR = 0.52)。(b) 三种变形类型占

取点的比值 (平面变形(P)；过渡变形(T)；缩颈变形(N))。 

 

 在 AR 小于 0.1 时，以 P 变形类型为主，RdtP约为 1。随着 AR 的增大，RdtP

先迅速减小，然后在 AR = 0.52 时进入平台区。随着 AR 值的进一步增大，RdtP 值

在 AR = 0.7 处出现一个小高峰，随后在 AR 值较大时急剧下降。对于 RdtT，其在

AR 值约为 0.1 时出现，在 AR 值约为 0.5 时迅速增大到约为 0.6 的最大值。对于

0.52 0.7AR  ，增加 AR 导致 RdtT 逐渐降低到零。而对于 RdtN，增加 AR 导致

其连续的增加，并在 AR = 0.7 开始扮演主要角色。联合图 7.7 和 7.8，可以很容

易看出三种变形类型 Rdtd 的相对变化对薄膜流延稳定性有显著影响。 
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7.4.2 拉伸流变参数的影响  

 由于 E 对参数 和 比较敏感，一个很自然的想法是分析 Drc 对这两个参

数的依赖性。图 7.9 展示了参数空间0 2  和0 1  的 Drc。在保持其他条件

不变的情况下，我们观察到 Drc 随着 从 0 到 1 缓慢增加，而 Drc 对 的依赖性

很小，尤其是当 超过 0.3 时。Drc 对 和 的依赖性似乎并不一致。但是，考虑

到图 7.9 中显示的 Drc，图 7.2(c)中红色虚线左侧是我们关注的区域。有趣的是，

在此区域内，Drc 和 E 对参数 和 都遵循相同的依赖关系。 

 

 

图 7.9 Drc 在参数空间0 2  和 0 1  的云图 ( 0.002 m/s
in

v = , h=0
2

W/(m  K) )。 

  

 根据图 7.2(c)，我们选择曲线 II (  = 0.5  = 0.6 , ) 和 III (  = 0.015  = 0.1 , )

来代表拉伸变稀和拉伸增稠流体。在这两种流体中的松弛时间对流延稳定性的影

响如图 7.10 所示。对于拉伸变稀流体(图 7.10(a))，Drc 随着从 0 到 0.1 s (区域

I)的增加而缓慢增加到一个最大值约为 25。在这个最大值之后，继续增加导致

Drc 的下降(区域 II)。有趣的是，相应的 E 随的演化与 Drc 非常相似。对于拉

伸增稠流体(图 7.10(b))，Drc 随着的演化可以被分为三个区域。在区域 I，Drc

随着从 0 到 0.08 s 几乎线性的增加。紧随着该线性区，Drc 进入非线性急速增

长区域(区域 II)，在约为 0.22 s 时达到最大值 55 左右。随后，进一步增加将

使得 Drc 逐渐衰减(区域 III)。类似的，在同一张图上， E 也遵循相同的分区。在

区域 I 中，增加将导致 E 的增加，其在区域 II 中近乎指数的增加到一个最大值

约为 3.2105 Pa.s。而在区域 III，可以观测到 E 的轻微降低。基于此图，可以认

为， E 对薄膜流延的稳定性起着关键的作用。 
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图 7.10 在拉伸变稀  (a) 和拉伸增稠  (b) 流体中  Drc 和 E 随  演化的对比 

( 0.002 m/s
in

v = ,
0

L L= ,
0

W W= , 0h =
2

W/(m  K) )。 

7.4.3 讨论  

 拉伸共振不稳定是薄膜流延过程中一个引人注目的现象[28, 44, 45]。尽管已经

有大量的实验和数值模拟被报道[46]，但仍缺乏较为系统的稳定性分析。基于 PTT

模型，我们的仿真结果表明，早期报道的在拉伸增稠流体在发现的 Drc 上临界稳

定区域没有被观测到，这可能与 UCM 流体模型不真实的应力演化有关[27]。由于

实施了稳定化技术 (DEVSS 和 SUPG)，加工条件 (Dr, AR, inv , h) 和拉伸流变性

质 E 对稳定性的影响得以在更大的参数空间进行分析。从而，一些新的现象被

观测到：(i) 在(Drc, AR)平面上发现了中性稳定曲线的两个峰值，这意味着存在

不止一个合适的加工窗口。(ii) 增加 E 可以使流延过程更加稳定，无论是拉伸增

稠还是变稀熔体皆是如此。在薄膜流延过程中，工艺参数和材料参数等 inv , h  和 

  通过调节 E 从而影响薄膜流延的稳定性。关于这些有趣的发现，详细的讨论

以及可能的解释如下。 

 如图 7.9 和 7.10 所示，材料参数会通过影响 E 进而影响 Drc。而 E 的值对

三个材料参数比较敏感： ,   和  (图 7.2)。首先，在其他参数保持不变的情

况下，在正常的薄膜流延应变率窗口中， 和  对 Drc 的影响相对较弱（见图

7.9）。 请注意，Drc 的最大值为 28，对应的  范围为 0- -15.7 s （图 7.2 (c) 中红

色虚线的左侧区域）。在此范围内，更改 和  的值对 E 的演化影响并不大，这

也导致 Drc 不会发生显着变化（见图 7.9）。 

 Drc 随   或 inv  的增加而轻微的减小，如图 7.9 所示，这归因于较低的应

变速率 的范围。鉴于增加  等价于增加 ，因此需要进一步研究  的影响，以

验证稳定性对 E 的依赖性。图 7.10 显示， E 的增加增强了薄膜流延的稳定性，

而 E 的减少则削弱了稳定性。注意到，即便是拉伸稀化流体，其 E 仍会随着  

的增加而略有抬升（参见图 7.2(c) 中的蓝色曲线），这会导致 I 区薄膜流延的稳
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定性略有增强（参见图 7.10）。而对于拉伸增稠流体，随着  的增加会引起 E 的

快速升高，这显着增强了薄膜流延的稳定性（见图 7.10 (b) 中的区域 II）。显然，

当  超过图 7.10 (a) 和 (b) 中的临界值时（拉伸变稀熔体为 0.1 s，拉伸增稠熔

体为 0.22 s），流延膜的稳定性总是随着的增加而略微减弱。合理的解释是，

的增加（即增强粘弹性）会导致曲线 E − 向左移动（请参见图 7.2（d）），并且

相应地， E 的最大值向低 移动。如果 E 的最大值对应的 仍大于 的加工窗口，

则增大等同于增大 并因此增大 E ，从而增强了薄膜流延的稳定性。另一方面，

如果增加或等效的  超过最大值，将导致薄膜流延的稳定性降低（参见图 7.10

中的区域 III）。 

 尽管  和 inv 对流动稳定性的影响被分别研究，而不是耦合到 De 中。但是  

和 inv 对流动稳定性的影响是类似的 (见图 7.6 (b)和 9)。增加 inv 会从整体上增加

 ，导致 E − 曲线向左移动，从而产生与增加等效的效果。不过，有趣的是，

图 6.7 (b) 表明，对于拉伸增稠流体，流延薄膜的稳定性开始在大约 0.003 m/sinv =

时开始迅速增加。为了理解这一特殊现象，我们在临界拉伸比(Drc)条件下计算了

h=0
2W/(m  K)时的拉伸应变率（h 被设置为零以排除薄膜的冷却影响），如图 7.11

所示。最大和平均拉伸应变率分别为 8.6 和 2.0 -1s ，它们位于 E 的指数增长区域，

如图 7.11（b）所示。考虑到拉伸应变率的分布，将平均值 (2.0 -1s ) 作为参考值，

其对应于 E 的快速上升。显然， inv 或者 的进一步增加或将导致 E 的急剧增加，

这是 Drc 或稳定性突然增加的原因（请参见图 7.6（b））。 

 

 

图 7.11 (a)在临界拉伸比以及 h = 0
2

W/(m  K)条件下的拉伸应变速率云图。(b)在 T = 200 oC

时，拉伸增稠流体的 
E

  随  的演化。 

 

 基于以上讨论，h 对稳定性的影响可以归因于 E 。正如 Shin 等人所预测的

那样[42]，拉伸共振的发生会随着 h 的增加而被抑制。图 7.2(e)表明，增加 h 总是

会提高 E ，这无疑将提到拉伸变稀以及拉伸增稠流体的稳定性。此外，类似于图

7.6(b)，图 7.5(b)也展示出在大约 250 W/(m  K)h = 时拉伸增厚熔体薄膜流延的稳
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定开始迅速增加，这也归因于 E 的迅速增加。 

 关于空气间隙 AR 对薄膜流延稳定性的影响，我们注意到 Kwon 等人[27]最近

也报道了类似的现象。在此基础上，本文也介绍了三种变形类型。对比图 7.7 和

图 7.8，无论是 RdtN 的增加还是 RdtP 的降低都提高了薄膜流延的稳定性。特别是

在 AR = 0.4 时，RdtN =RdtP 导致 Drc 达到一个最大值。然而，一旦 T 变形类型起

主导作用( 0.4 0.5AR  )，薄膜流延的稳定性被减弱。在 AR 超过 0.5 之后，RdtT 

逐渐下降，这导致了在 AR = 0.7 处观察到的另一个 Drc 最大值，与 RdtT 消失的

情况相对应。这种现象的一种可能的解释是，当平面流动仍然主导变形 (P 型均

匀流动) 时，过渡流或缩颈流 (T 型和 N 型流动，它们被视为非均匀流动) 的存

在稳定了薄膜流延过程。然而，一旦 T 或 N 型非均匀流动占据主导地位，流动

就会发生失稳。 

7.5 小结 

总的来说，本章采用单模态 PTT 模型研究了非等温条件下 2D 薄膜流延过程

的流动稳定性和非线性动力学。由于采用了包括 DEVSS 和 SUPG 在内的稳定算

法的实现，在比较宽的参数空间中系统地研究了加工条件和流变性质对流动不稳

定性的影响，发现了一些有趣的现象。首先我们深入研究了拉伸粘度与流动不稳

定性之间的关系，结果表明，增加拉伸粘度可以稳定拉伸增稠和稀化流体的流动。

而冷却对于聚合物薄膜流延始终会产生稳定作用，这可以归因于拉伸粘度的变化。

随着膜的纵横比 AR 的变化，观察到两个不同的 Drc 最大值，这可以归因于随 AR

变化的不同变形模式。应当指出，单模 PTT 本构方程仍不足以定量描述实际聚

合物熔体的流变性质。一个更合适的选择是应用多模式本构方程，该方程的参数

要与流变实验数据特别是伸长流变学数据相吻合。鉴于 PTT 模型无法提供有关

分子结构的信息，因此我们的下一个工作将采用分子本构模型，例如 Pom-Pom

模型。此外，在我们的系统中观察到的一些特殊现象仍需要进一步的实验验证。 
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第八章 总结与展望 

8.1 总结 

断裂是材料失效的一种主要方式，而且断裂事件的发生有可能导致灾难性的

后果。本研究基于目前最有前景的相场模型对断裂问题包括脆性断裂，软材料断

裂进行了深入的讨论。一些新的算法和模型被提出以处理目前断裂领域特别是动

态断裂的一些尚未解决的问题，比如裂纹的极限速度以及超高速的裂纹振荡等。

除了固体断裂之外，本研究对粘弹性流体的动力学失稳-拉伸共振，也进行了一

些初步的数值研究并发现了一些新的现象。 

本论文的具体研究成果可以概括为以下几点： 

（1）提出了一种新的脆性断裂的混合自适应有限元相场法 

针对脆性断裂的相场建模开发了一种名为 ha-PFM 的自适应有限元网格离

散策略。ha-PFM 可以在每个求解步骤（时间步骤）依靠相场分布的进展来动态

跟踪裂纹的扩展。通过指定上和下临界相场值作为开关，该方法无需其他额外准

则即可自适应地细化（粗化）网格。此外，本研究还开发了自适应的多级混合三

角形和四边形单元以离散计算域，其中四边形单元从具有最高和最低级别三角形

单元转换而来，而三角形单元仅充当连接精细和粗糙单元的过渡单元。基于该方

案，巧妙地消除了多尺度网格和 h 自适应网格中存在的悬架节点。与以前的自适

应相场方法（APFM）相比，ha-PFM 大大降低了算法实现的复杂度，从而节省了

大量的计算开销。在我们的测试中，ha-PFM 相比采用均匀网格离散的 PFM 最大

可以提速 30 倍且不存在计算精度的损失。 

（2）揭示了动态脆性断裂的分岔判据和极限裂纹速度的来源 

本研究基于工作（1）中提出的 ha-PFM 方法。通过变分相场模型的计算机

模拟，揭示了脆性断裂的裂纹分岔准则，阐明了极限裂纹速度的来源。在没有任

何先验假设的情况下，成功地再现实验中观察到的裂纹形态和速度演化。结果表

明，在脆性断裂中，裂纹分岔遵循一个普适的能量准则。通过引入该能量判据，

用连续介质理论可以较好地解决长期存在的极限裂纹扩展速度问题，说明裂纹的

极限扩展速度来源于裂纹分叉。结合我们的相场模拟和经典的线弹性断裂理论，

可以合理地解释脆性断裂中裂纹的路径选择。 

（3）耦合边缘基光滑有限元和相场方法来处理大变形断裂问题 

这项工作首次在边缘基光滑有限元 (ES-FEM) 框架下构造了大变形断裂的

相场模型。由于 ES-FEM 具有很高的精度和对网格变形的不敏感性，使得在大变

形体系中，相场方法在处理复杂裂纹方面的优势得以充分释放。尽管这两种方法

的组合相比现有的方案收敛性更好，精度更高，但是它的计算非常昂贵。因此，
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本研究提出了一种用于 ES-FEM 和 PFM 耦合的多级自适应网格方案。与 FEM 背

景下的自适应网格不同，自适应 ES-FEM 要求在每次更新网格后识别边缘及其

支撑元素的连接性。尽管该策略占用了大约 2％的额外计算开销，但它不仅提高

了准确性，而且将计算效率提高了大约 20 倍。此外，本研究还通过几个代表性

的数值示例验证了其有效性。尤其是，首次再现了类橡胶材料断裂实验中，裂纹

遭遇弱界面而发生偏转。 

（4）建立一种无波速衰减的动态相场模型用于软材料的急速断裂失稳 

本研究揭示了将脆性断裂的经典力学相场模型直接推广到超弹性材料的非

线性动态断裂是不可行的。为此，基于非保守拉格朗日方程，推导出一种具有波

速不变性的动态相场模型。针对大变形断裂中难以处理的网格变形问题，提出了

一种原创的自适应变形网格去除方案 (ADMR)。考虑到快速断裂的数值处理涉

及极高的时空分辨率、稳健的显式动力学和经过试验的多级混合自适应网格算法

被采用。此外，本研究也通过两个准静态断裂基准验证了其可靠性。利用新模型

和算法的优势，成功地复制了经典力学模型所不能模拟的超高速裂纹振荡和尖端

分裂的不稳定性，与实验结果吻合较好。并简要地探讨了新相场模型与传统相场

模型之间差异的来源。值得一提的是，这是整个力学学界首次通过数值模拟再现

超高速裂纹振荡现象。 

（5）非等温粘弹性薄膜流延的非线性稳定性分析 

这个工作采用微分粘弹性 PTT 模型来研究非等温薄膜流延的稳定性。一些

稳定化算法如粘弹应力分裂 (DEVSS)，迎风伽辽金 (SUPG)被首次耦合到非等温

的膜模型中。数值模拟结果表明,拉伸流变行为对拉伸增稠和拉伸变稀熔体的流

动稳定性起着主导作用，挤出速度、冷却等工艺参数和松弛时间等流变学参数对

临界拉伸比的影响均可以归因于拉伸粘度。 

（6）自主开发两套高性能有限元求解器 ha-PFM 和 PolyLab 

基于 MATLAB 2018 平台，我们开发了用于脆性/软材料准静态/动态断裂 (大

变形) 的相场求解器：ha-PFM V1.0-3.0，采用并行计算，刚度矩阵稀疏存储。此

外，还有粘弹性流体有限元求解器 PolyLab V1.0-2.0: 定常和非定常粘弹性流体

流动分析；采用多物理场耦合求解；具备扰动稳定性分析。 

8.2 展望 

基于本论文的研究工作，后续拟进行的研究将会涉及高形变材料断裂物理以

及数值模型和算法两个方面，具体包括以下五个部分： 

（1）为软材料急速断裂建模开发三维相场框架 

 相场模型的弥散裂纹属性赋予其在模拟断裂方面无可比拟的优势。然而，耦
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合非线性动力学的三维相场框架仍然是缺乏的。基于二维软材料断裂建模的内部

代码，将其扩展到三维是完全可行的。不过，这可能会遇到两个难题，即大形变

断裂时的裂纹尖端的网格扭曲以及三维断裂问题的计算效率。在这方面，已经开

发的自适应畸变网格去除策略 (ADMR) 可以作为一个可能的对策。此外，这项

工作的进行对于阐明具有固有三维特性的裂纹的微分支不稳定性将具有重要意

义。 

 （2）裂纹振荡失稳的起源是什么？ 

 高速移动的裂纹会表现出丰富的动力学行为。在第五章研究工作已经成功通

过新开发的相场模型成功再现了实验中的裂纹振荡。然而，目前对这一裂纹动力

学失稳现象的起源还没有一个令人满意的解释。通过第五章的工作，已经初步确

定裂纹的动力学失稳对能量是敏感的。因此，这样研究计划的重点将是定量化流

入裂纹尖端的能量，这在实验上几乎是不可能的任务，但对于数值模拟却并不复

杂。拟进行的研究计划（2）将有望给出裂纹振荡失稳的一般性准则和动力学起

源。 

（3）裂纹的极限速度是什么？ 

除了裂纹的动力学失稳外，动态断裂的另一个长期存在的问题是裂纹的极限

传播速度。连续介质理论预测裂纹的传播速度极限是瑞利波速 VR。然而，实验中

裂纹的速度几乎不会超过 0.6VR。我们在第三章的工作已经解释了脆性材料的极

限裂纹速度源于裂纹分岔的能量判据。但是，在一些超弹性材料中，甚至观测到

超音速的断裂，那么裂纹的极限速度到底是什么？从能量和裂纹动力学的角度，

本研究计划采用在第五章提出的新的大变形动态相场模型深入研究极限裂纹速

度的起源，包括亚音速和超音速断裂。 

（4）软材料弱界面阻挠裂纹传播的机制 

在第四章的数值算例部分展示了一个包含弱界面的类橡胶材料导致裂纹偏

转的模拟，其结果与实验符合的很好。此外，基于作者已经进行的一些计算（没

有在本论文中介绍）发现，裂纹的偏转与穿透与界面和整体材料强度的比值密切

相关。该拟定的研究将继续深入探究弱界面导致裂纹偏转的机制。 

（5）粘弹性熔体断裂的相场建模 

断裂相场模拟发源于固体力学学界，目前还没有关于粘弹性熔体断裂的相关

报告。本论文在第一章介绍了聚合物加工中的熔体破裂失稳，一个有趣的想法是，

将固体断裂的相场模型引入到粘弹性流体计算中。我们认为这是可行的，基于已

经开发的粘弹性流体有限元求解器，断裂相场模型可以耦合到粘弹性流体的控制

方程中。这项研究工作有望为熔体破裂的数值研究开辟一条新的道路。 
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